v educacion
“ve decalidad

Ministerio de ~
Educacion Nacional
Republica de Colombia

Libertad y Orden

Prospew todos




vv educacion
¥ de calidad

EL CAMINO PARA LA PROSPERIDAD

Ministerio de
Educacion Nacional
Republica de Colombia

Libenéd y Orden

Prosper%ra todos

Secundaria Activa
Matematicas grado octavo

Maria Fernanda Campo Saavedra
Ministra de Educacion Nacional

Mauricio Perfetti del Corral
Viceministro de Educacion Preescolar, Basica y Media

Ménica Lopez Castro
Directora de Calidad para la Educacion Preescolar, Basica y Media

Heublyn Castro Valderrama
Subdirectora de Referentes y Evaluacion para la Calidad Educativa
Coordinadora del proyecto

Clara Helena Agudelo Quintero
Gina Graciela Calderén Rodriguez
Maria del Sol Effio Jaimes

Omar Alejandro Hernandez Salgado
Edgar Mauricio Martinez Camargo
Maritza Mosquera Escudero

Diego Fernando Pulecio Herrera
Equipo técnico

©2012 Ministerio de Educacion Nacional.

Todos los derechos reservados.

Prohibido la reproduccion total o parcial, el registro o la transmision por
cualquier medio de recuperacion de informacion, sin permiso previo del
Ministerio de Educacion Nacional.

©Ministerio de Educacion Nacional
ISBN serie Secundaria Activa: 978-958-691-485-7
ISBN libro: 978-958-691-500-7

Direccion de Calidad para la Educacion Preescolar, Basica y Media.
Subdireccion de Referentes y Evaluacion para la

Calidad Educativa.

Ministerio de Educacion Nacional, Bogota,

Colombia, 2012.

www.mineducacion.gov.co

Equipo de la actualizacion y cualificacion del Modelo Educativo Secundaria
Activa elaborado por:

AGUIRRE ASESORES S.AS.

Eduardo Aguirre Davila
Director de proyecto

Myriam Saavedra
Autora

Luz Marina Rincon Rojas
Coordinadora editorial

Ligia Flérez Bejarano
Coordinadora administrativa

Stefanie Vélez
Correctora de estilo

Js

Julian Ricardo Hernandez Reyes - PAUTA EDITORIAL Y DIRECCION DE DISENO
Walter Bolivar - PAUTA EDITORIAL

Arnold Hernandez - Pauta epitoriaL

Freya Gil - DiaGRAMACION

German Piza - DIAGRAMACION

Jhon Cortés - ILusTRACION

Catalina Cardona - ILuSTRACION

Diagramacion, disefio e ilustracion

]ul|an Hernandez

taller de disefno

Secundaria Activa es el resultado de la actualizacion y cualificacion del modelo
educativo Telesecundaria, en su versién colombiana (1999-2002), que a su
vez fue adaptado de los modulos de Telesecundaria Mexicana por parte del
Ministerio de Educacion Nacional.

Esta actualizacion se hizo dentro del marco del contrato No. 428 de 2010,
suscrito entre el Ministerio de Educacion Nacional y Aguirre Asesores S.A.S.,
cuyos derechos fueron cedidos al Ministerio de Educacion Nacional.

El Ministerio de Educacién Nacional agradece a la Secretaria de Educacion
Pablica de México (SEP) y al Instituto Latinoamericano para la Comunicacion
Educativa (ILCE) el apoyo técnico y la generosidad en la transmision de los
avances educativos y tecnoldgicos al Ministerio de Educacion de Colombia,
durante los afios comprendidos entre 1999 y 2002.

Articulo 32 de la ley 23 de 1982

El siguiente material se reproduce con fines estrictamente académicos y es
para uso exclusivo de los estudiantes del modelo Secundaria Activa, de acuerdo
con el Articulo 32 de la ley 23 de 1982, cuyo texto es el siguiente: “Es permitido
utilizar obras literarias o artisticas o parte de ellas, a titulo de ilustracion,

en otras destinadas a la ensefianza, por medio de publicaciones, emisiones

o radiodifusiones, o grabaciones sonoras o visuales, dentro de los limites
justificados por el fin propuesto, 0 comunicar con propdsito de ensefianza

la obra radiodifundida para fines escolares, educativos, universitarios y de
formacion personal sin fines de lucro, con la obligacién de mencionar el nombre
del autor y el titulo de las obras utilizadas”.
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a educacién es un derecho establecido en la Constituciéon Politica de

Colombia. En cumplimiento de ese mandato, el Ministerio de Educacion

ha disefiado y cualificado diferentes modelos educativos flexibles como
alternativas a la oferta educativa tradicional, para responder a las caracteristicas
y necesidades particulares de los grupos poblacionales.

Es asi como el Ministerio de Educacién Nacional presenta el modelo educativo
Secundaria Activa dirigido a los estudiantes de basica secundaria de las zonas
rurales y urbanas marginales. Una alternativa de alta calidad, encaminada a
disminuir las brechas en cuanto a permanencia y calidad en este nivel educativo.

La propuesta pedagogica de Secundaria Activa privilegia el aprendizaje
mediante el saber hacer y el aprender a aprender. En procura de este objetivo,
los textos estan orientados al desarrollo de procesos relacionados con los
saberes conceptuales, procedimentales y actitudinales que, de manera
significativa y constructiva, van configurando las habilidades de los estudiantes
para alcanzar el nivel de competencia esperado en cada grado.

Por esa razon, estos modulos de aprendizaje estan disefiados sobre una ruta
didactica y editorial pensada para que los estudiantes, a partir del andlisis e
interpretacion de diversas situaciones problema, puedan aproximarse a su realidad
y a su cotidianidad, y le encuentren significado a los contenidos planteados.

Secundaria Activa cuenta entre sus componentes con médulos para los
grados 6, 7, 8 y 9 de la bdsica secundaria, en las dreas de Matematicas,
Lenguaje, Ciencias Naturales y Educacién Ambiental, Ciencias Sociales,
Educacién Etica y Valores Humanos, Educacién Artistica, Educacién Fisica,
Recreacion y Deporte y orientaciones para la formulacién e implementacion
de proyectos pedagégicos productivos.

Dispone también de un manual de implementacion que ofrece indicaciones
generales y pedagégicas sobre el modeloy, de guias para los docentes por cada
area y grado, en las que encuentran orientaciones disciplinares y didacticas
que apoyan su trabajo en el aula.

Esta propuesta es una oportunidad educativa para que muchos jovenes puedan
continuar sus estudios de bdsica secundaria y ampliar sus posibilidades de vida
digna, productiva y responsable, como ciudadanos colombianos.

El modelo surgi6 del proceso de cualificacion y adaptacién de los médulos
de Telesecundaria de México (1999-2002) para lograr la versién colombiana.
El Ministerio de Educacién Nacional de Colombia reitera su agradecimiento
a la Secretaria Pdblica de México (SEP) y al Instituto Latinoamericano para
la Comunidad Educativa (ILCE) por el apoyo técnico y la generosidad en la
transmision de los avances educativos y tecnolégicos durante esos afos.

MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL






Estructura Secundaria Activa

¢, Como esta compuesto
el modelo Secundaria Activa?

El modelo Secundaria Activa contiene materiales educativos para siete dreas del
conocimiento: Matemadticas, Ciencias Sociales, Lenguaje, Ciencias Naturales,
Etica, Educacién Fisica y Educacion Artistica. Ademas, presenta orientaciones
para el desarrollo de Proyectos Pedagégicos Productivos en los establecimientos
educativos en los que se implementa el modelo. Estas orientaciones estan
dirigidas a docentes y a estudiantes por conjuntos de grados.

Estos materiales estan conformados por médulos para los estudiantes y
guias didacticas para los docentes de cada grado.

Gragn T
Listtilinjs




¢, Como son los moédulos
de los estudiantes?

Los médulos de aprendizaje son los documentos basicos de trabajo para el
estudiante. En ellos se consignan los estdndares basicos de competencias pro-
pias de cada area, asi como los diferentes momentos para desarrollar y aplicar

los conceptos y temas propuestos.
Cada médulo esta compuesto por:
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@ Unidad

Es la seccién mayor que retine los capitulos y
los temas. Son cuatro unidades por cada médu-
lo para las areas bésicas (Lenguaje, Matemati-
cas, Ciencias Sociales, Ciencias Naturales, Etica
y Valores y Educacion Fisica).

@ Titulo

Es la presentacion de la unidad de manera mo-
tivadora. Este titulo alude a la situacién general
que se trabajara en la unidad y guarda relacion
con las competencias propuestas por el MEN.

@ Resolvamos

Presenta una situacion problematica de la vida
cotidiana, la cual requiere el ejercicio de diferen-
tes acciones de pensamiento como argumentar,
discutir, explicar, debatir, indagar o proponer. Esta
situacion contextualiza al estudiante con los
desarrollos basicos de la unidad y procura desequi-
librios conceptuales que motiven al estudiante a
encontrar soluciones. La situacién planteada se
acompana de preguntas hipotéticas.

O Referentes de calidad y capitulos

De manera enunciativa, exponen los estandares
bdsicos de competencia y actividades que se
desarrollaran en los capitulos.
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Tema 1. Comstruceidn, whicackin y
refaciones de bos rimeros rackonales

Corresponde a cada una de las divisiones de la
unidad y se refieren a los lineamientos o ejes
articulares de cada drea.

Muestra de manera sucinta y gréfica los princi-

Son las partes en que se dividen los capitulos.
Cada tema se compone de los siguientes
momentos:

* Indagacién
e Conceptualizacion

pales elementos que se tratan en el capitulo y
se convierte en un indicativo del derrotero y la
interrelacion de los elementos tratados.

e Aplicacion

Indagacion

El propésito de este primer momento es acercar a los estudiantes a la temdti-
ca mediante actividades previas como la presentacion de situaciones, textos,
material grafico y actividades, que por su atractivo motivan a los jovenes y
con ello establece un primer acercamiento a los contenidos que se abordan.
Igualmente, pretende indagar por los saberes previos que traen los estudian-
tes, a través de situaciones variadas.



En este segundo momento confluyen diversas experiencias de aprendizaje
que buscan la comprension de los contenidos a través de lecturas y diversas
actividades cognitivas. Los contenidos se elaboran de acuerdo con el desarro-
llo cognitivo de los estudiantes de cada grado, lo que implica una adecuada
seleccion de los mismos y su profundidad, presentacién y lenguaje adecuado.
A la par de los contenidos, existen herramientas cognitivas que acompanan
los contenidos conceptuales para favorecer su comprension; por esto se pre-
sentan con subtitulos como ubicar, identificar, analizar, comparar, explicar,
clasificar, inferir, transferir, aplicar, predecir, comunicar, entre otros.

Aplicacién

Este tercer momento tiene por objeto trabajar las habilidades propias que desa-
rrolla el area. Por ello, las actividades que se realizan enfrentan al estudiante a
una situacion real o de contexto para que logren un aprendizaje significativo.

Dentro de los temas también se encuentran unas secciones flotantes que tie-
nen el propésito de dinamizar los contenidos, presentando informacion que
amplia o se relaciona con el concepto trabajado. Todas las areas comparten
la seccién Entendemos por, en la que se presentan las definiciones de los
conceptos clave. Las otras secciones estan definidas en particular para cada
una de las areas.

Esta seccion se presenta a lo largo del momento de la conceptualizacion. Es un espacio que
consta de actividades de aprendizaje que acompaian los contenidos conceptuales para
favorecer su comprension.

Entendemos por...
En este ladillo se incluyen las definiciones de los conceptos clave. El propésito de esta
seccion es enriquecer el léxico del estudiante.




Diversion matematica

Es airear el tema con algtin acertijo o juego relacionado

con el tema.

Cierre de capitulo

Al finalizar, cada capitulo ofrece:

O Este capitulo fue clave porque

Dia a dia

Aqui se trata de un texto en el que se relacionado la
tematica que se va desarrollando con aspectos de la
vida diaria, con los que se relaciona el estudiante en
su diario vivir, de tal manera que se evidencia como
el conocimiento de la escuela tiene relacion con la
cotidianidad y por lo tanto es significativo.

ol

+ gl o sl e et wE——

Exte cipdivin
fues vl porgis

+ o rapr i s o
HE———

- T v —
= .

e S -
f—

* bk S g
i e i b T
T e i T e s

e g

e

Lin s
ity i e
b e e
o b, o s wkerr | s e e
= ke w1 i e by b
it g e 2

o m

— 1 e . £ .

J+ro
Jrid-to
Deyd-id-io

Boim ot e
[ N ———

Presenta al estudiante una sintesis de los temas
desarrollados durante el capitulo, para lo cual
destaca su importancia y aplicabilidad.

© Conectémonos con
Propone informacién que evidencia la relacién
de los contenidos basicos tratados con los de
otras areas de estudio y con las habilidades que
estos puedan desarrollar.

1
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Cierre de unidad
Cada una de las unidades present

a al final:
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(40) Repasemos lo visto
Es la sintesis de la unidad y la conclusién
de la situacién problema.
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@ Mundo rural

Esta seccion aprovecha el tema trabajado en la
unidad, para relacionarlo con la vida del cam-
po, de tal forma que los conceptos que se de-
sarrollan contribuyan a la comprensién de fe-
némenos sociales y naturales rurales: ambiente,
procesos productivos, organizacién comunita-

ria, paisaje, entre otros.

@ Dato curioso

Presenta informacién relacionada con aspectos
como interpretacion del tema por sujetos del pa-
sado o aplicaciones tecnoldgicas en diferentes
épocas, con la intencion de motivar al estudian-
te, presentando la manera como los conceptos,
las habilidades y los valores desarrollados por el
género humano, en algunas oportunidades pue-
de sorprender.
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Corresponde a los procesos de valoracion del aprendizaje y evalda si los
aprendizajes de los estudiantes son significativos. También se busca que el
estudiante sea responsable y controle su proceso de aprendizaje, es decir,
su habilidad de autorregulacion.

Esta seccion esta conformada por tres ejes:

Coevaluacion. Se presenta en la seccién de Reflexiono y trabajo con
mis companeros, en la cual se mide la aprehensién de los conceptos,
competencias y procedimientos esenciales a manera de aprendizaje co-
laborativo. El objetivo de esta seccién es que el estudiante se vea frente
a sus pares y los reconozca como interlocutores validos. A este respecto,
el estudiante podra comparar sus respuestas con las de sus compaferos.

Heteroevaluacion. En el apartado titulado Le cuento a mi profesor,
se establece un didlogo entre el docente y el estudiante para medir
los alcances y logros especialmente de caracter procedimental (saber
hacer) de las competencias, por medio de matrices que estipulan los
criterios de calidad basicos de la unidad. Las matrices se ajustan desde
los enunciados o metas de desarrollo y los criterios propios del Decreto
1290 de 2009.

Autoevaluacion. Corresponde a la seccion Participo y aprendo, fran-
ja que cierra el proceso de valoracién con una matriz en donde el estu-
diante se evalta. Igualmente, esta seccion permitira establecer los pro-
cesos de mejoramiento para las unidades subsiguientes.

13



Unidad o

Sistema de los
numeros racionales

Resolvamos Veamos lo siguiente:
. 1 . 5 ..
Te has preguntado: ¢ Siempre podemos 2 5 litros = > litros.
dividir un nimero entre otro no nulo? :
Cuando empezamos a estudiar los sistemas numé- Como cada vaso contiene = litro, entonces,

ricos, vimos cémo en el conjunto de los nimeros :
naturales, no es posible quitar a un nimero, otro 6 vasos contienen 6 veces 57 esto es,

ndmero mayor. 1 6|1 6
Cuando estudiamos el sistema de los nd- © 5171711575

meros enteros, solucionamos el problema que

no tiene solucién en los naturales, pero aqui Ahora, Maria debe hacer la operacién:
tampoco tienen respuesta todas las divisiones, 1 6 5 6
como el caso siguiente: 27 "5 T2 5

Maria compré una gaseosa que contiene dos litros.
5x5 6x2 25 12 13 _ .3

— =22 22

Lo 1 . - = =
Sirvié 6 vasos de —= de litro cada uno. 2x5 5x2 10 10 10 10
Ella quiere saber cuanta cantidad quedd en Entonces Maria necesita del conjunto de los nu-
la botella. meros racionales para poder solucionar su situacion.

YAYAYAYAYAYAYAY]



Referentes de calidad

Estandares

Utilizo ndmeros racionales, en sus distintas expresiones (fracciones, razones,
decimales o porcentajes) para resolver problemas en contextos de medida.

Reconozco y generalizo propiedades de las relaciones entre nlimeros racionales
(simétrica, transitiva, etc.) y de las operaciones entre ellos (conmutativa, asociativa,
etc.) en diferentes contextos.

Utilizo la notacién cientifica para representar cantidades y medidas.

Justifico el uso de representaciones y procedimientos en situaciones de
proporcionalidad directa e inversa.

Resuelvo problemas y simplifico calculos usando propiedades y relaciones de los
ndmeros racionales y de las relaciones y operaciones entre ellos.

Identifico la potenciacién, la radicacién y la logaritmacién para representar
situaciones matemadticas y no matemdticas y para resolver problemas.

Justifico la pertinencia de un célculo exacto o aproximado en la solucién de un
problema y lo razonable o no de las respuestas obtenidas.

Capitulos
Construccion del

Sistema de los nimeros

racionales.
Proporcionalidad.

|
( 1

I(I

N

i




Capitulo 1

Construccion del Sistema
de los numeros racionales

Por la ampliacién del conjunto de los ndmeros en-

teros, surge el conjunto de los nlimeros racionales.
Inicialmente, el problema de contar tuvo solu-

cién en el conjunto de los nimeros naturales IN.

El problema de la resta, cuando el minuendo
es menor que el sustraendo, generé el conjunto de
los enteros Z.

En el conjunto de los nimeros enteros, se pre-
sent6 dificultad cuando se quiso solucionar divi-
siones no exactas con 3 dividido entre 5, pues no
hay un nimero entero que sea la respuesta.

En los cursos anteriores has estudiado los frac-
cionarios. Sabes que un ndmero fraccionario tie-
ne numerador y denominador. Que el numerador
puede ser 0 pero el denominador no.

Ahora, vas a profundizar en ellos. Vas a conocer
fracciones positivas y también negativas, relacio-
nes y operaciones con sus respectivas propiedades.

en él consideramos:

l |

Construccion
y significado

{ Operaciones ]

Fracciones
decimales

con sus

l

de caracter

‘ |
Expresion decimal
I de un nimero

| racional decimal

[ Aditivas ] [Multiplicativas]

Expresion racional
de un numero

Clases de Relaciones
equivalencia de orden y
representacion |

[

con sus

Propiedades

Unidad 1. Sistemas de los nimeros racionales



Tema 1. Construccion, ubicacion y
relaciones de los numeros racionales

Indagacion

/Compré una pizza grande.

o1 . 2 3 p
Le di e de pizza a Jorge, 5 Lucy y 17 2 Marfa.

sSerd qué le di menos cantidad a Jorge que a Maria? —t
‘ol. N ‘e
Porque a mi me quedaron % /:‘ N W % \ _. .
K I R 9 —
\. - s ~_ ° .
NN ® ..
Lo Y °

sRecuerdas lo estudiado en los cursos anteriores sobre los fraccionarios?

Conceptualizacion

En el capitulo 2 de la primera unidad del libro de matematicas de séptimo

se estudi6 la equivalencia entre nimeros fraccionarios, recordemos que - es

. 4 3 g
equivalente a =Yg graficamente tenemos

P
<

v

| +
10 1 1
, i
| 12
0 1 2] 3 1
[ 4 4 4
| T
<+— | I - } } f >
0 1 2 3 4 5 1
6 6 6 6 6
1 2 1 3

5 es equivalente a Ty e equivalente a o

Capitulo 1. Construccién del sistema de los nimeros racionales

17



Secundaria Activa // Ministerio de Educacion Nacional

Observa que el tamano del segmento de color verde es igual al ta-
mano del segmento de color rosado e igual al tamafno del segmento de
color anaranjado.

3

1 . . . . 2
- esun fraccionario irreducible equivalente a TYa g

. . . . . 1
Escribe otros tres nimeros fraccionarios equivalentes a 5
1

;Cudntos nimeros fraccionarios equivalentes a 5

hay en total?

. . . . . 1
El conjunto de todos los ndimeros fraccionarios equivalentes a - se llama
1

. 2 . . 1 2 4
clasedeequivalenciade ,es?ecw,queelcomunto 57 g g representa
la clase de equivalencia de 2
1

5 €5 llamado el representante canonico de la clase de equivalencia

1,23 4 |
2’4/6/8/ .

. . 1 .
La clase de equivalencia representada por = © que tiene como represen-

tante canénicoales “— 2,3 4 |
3 1376 9’127

p . . 1 .
;Cual es la clase de equivalencia representada por - © que tiene como
-~ 1
representante canonico a T?

Cada representante candnico tiene un conjunto de fraccionarios equiva-
lentes que forman la clase de equivalencia.

El conjunto de todas las clases de equivalencia forman el conjunto de los
ndmeros racionales (Q).

Los ndmeros enteros pueden escribirse como nimeros racionales asignan-
doles por denominador 1.

Por ejemplo: La construccién de los ndmeros racionales la realizamos me-
diante la relacion de equivalencia.

Conoces niimeros fraccionarios menores que la unidad, como:
1 1 6 8 , etc.
~ ! = /=T~
2 3 710
También hay mayores que uno. Equivalen a varias unidades completas mas

o deunidad: 314l . T _o 1 42, 1
una fracciéon de unidad: 2—1+2 ; =2+ ; 10_4+5

Unidad 1. Sistemas de los nimeros racionales



Tema 1 // Construccion, ubicacion y relaciones de los nlimeros racionales

Por dltimo, tenemos los fraccionarios negativos que podemos re-
presentar con fracciones precedidas del signo menos (-). Por ejemplo:

1 1 3 7

2 T;

273
. . " 4 .
4 es un nimero entero positivo, 4 puede escribirse como 7~ o que tiene como

-~ 4
representante canonico a T

. . _ -7
-7 es otro nlimero entero negativo, -7 puede escribirse como T

La recta numérica y los nimeros racionales
Los ndmeros racionales se localizan en la recta numérica a ambos lados

del cero: a la derecha los racionales positivos y a la izquierda los raciona-
les negativos.

Conjunto de los ndmeros racionales: Q

-
RACIONALES NEGATIVOS  RACIONALES POSITIVOS
N— A
< <« Y N
T T | | | I |
A 21 0 1 2
4 2 2 2 2
.

En la figura anterior se han ubicado los nimeros racionales

-7 -2 -1 1 2
' 2172772
Cualquier nimero racional puede ubicarse en la recta numérica. Ademas, en-
tre dos nimeros racionales, siempre hay otro nimero racional. A esta propiedad
se le llama densidad del conjunto de los racionales.

Relaciones de orden y representacién
Representemos en la recta numérica los nimeros racionales siguientes:

2 5 7
33773
) 0 2 1 i 2 7 :
3 3 3

. . 2 . o
En la recta tenemos el nimero racional 5 ubicado a la izquierda

5 L) . .
de %, por lo tanto % es menor que —-, simbdlicamente se escribe asi: % < %

Capitulo 1. Construccién del sistema de los nimeros racionales
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. . 7 P p . 5
El ndmero racional - estd ubicado a la derecha del nimero racional = por

7 5 . . . .7 5
lo tanto 3 €s mayor que -, simbdlicamente se escribe asi: 3 >3

o . . 2 5 7
Observando en la grafica los ndmeros racionales < 3 Y 3 vemos que
£<i<10también1>i>£
3 3 3 3 3 3

Los nimeros racionales positivos se encuentran ubicados en la recta numéri-
ca a la derecha del cero y los nimeros racionales negativos se encuentran ubi-
cados a la izquierda del cero.

RACIONALES NEGATIVOS RACIONALES POSITIVOS
7 _3 1 o L 3 e 42
< 3, 2 2 4 2 2 3 10 R
- ' | | ' | 1 | ' | ' 1 g
-4 -3 -2 a0 11 2 3 4
4 3

Para comparar dos nimeros racionales de una manera no gréfica, se observan
los denominadores, los numeradores y los signos de las fracciones, atendiendo
a los siguientes criterios:

a. Tienen el mismo denominador.

Ejemplo: 5 Y 73 se comparan los numeradores -5 < -3.

A

v

l l
I 1

s 3

2 -2

1
oy W=
N RN
|\.>||\.> LI

L 2.3
uego 5~ < 5

De dos niimeros racionales que tienen denominadores iguales, es mayor el
que tiene mayor numerador.

b. Tienen diferente denominador.
. . . 10 4 ‘
Ejemplo: De los nimeros racionales =Y 5 scual es mayor?

Primero los convertimos a un comin denominador y luego los comparamos
como en el caso a).

10,5 _30 antonces 2 es equivalente a 20 2 xZ=28 qntonces
7 5 T35 72 35 Y 577 35
4 .

20 T es equivalente a 3c

Unidad 1. Sistemas de los nimeros racionales
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C d >0 28 10 _ 4
omparan o tenemos que 35 > 35,ent0nce5 7 > 5

0
« l l l l L1 .
< I I I | 1 >
-2 10 -1 4 1
7 7 5 5
v 5

Si dos niimeros racionales tienen denominadores diferentes, se buscan frac-
ciones equivalentes con el mismo denominador y luego se comparan.

c. Tienen signos diferentes.

SN |
jemplo: 3=y =

v

A

|
|
4 1

l
I
.8

3 11 1

wlo w—
wlo Ko =
w‘w LI

. . . . -8
Siempre en nimero positivo es mayor otro negativo, entonces, Kl > 3

Si dos niimeros racionales tienen signos diferentes, es mayor el nimero ra-
cional que tenga signo positivo.

Otros criterios de comparacién entre dos niimeros racionales son:

d. Entre un racional positivo y un racional negativo.

. oo 3 1 1
Por Ejemplo: Si se tienen A entonces, 5> 7

-1

A

Ln|w —

De dos nimeros racionales, uno positivo y otro negativo, el mayor serd siem-
pre el positivo.

e. Entre un racional positivo y el cero.
, o 3 3
Por Ejemplo: Si se tienen 5 Y 0 entonces, = > 0.

v

A

3
5

Entre un nimero racional positivo y el cero, es mayor el niimero racio-

nal positivo.
21
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f. Entre un racional negativo y el cero.

Ejemplos: Dados: i y 0, i < 0.
8 8
& | | 1 1 >
- 1 1 T T 1
-1 4 0 1
8

Entre un racional negativo y el cero, es mayor el cero.

También podemos averiguar cudl de dos nimeros racionales dados es ma-
yor, aplicando el procedimiento de los productos cruzados ya estudiados en
cursos anteriores, ademas de la conversién a comdn denominador.

Analicemos los ejemplos siguientes:
4 2
1. Comparemos los ndmeros racionales &~y 3~ que tienen diferente deno-
minador (5 y 3).
Para convertir a comin denominador, utilizamos la amplificacion o
la simplificacion.
En este caso amplificamos.

% y i, un comdn denominador es 15,

4_4x3 _12 2.2%5 10 4o gonde &5 2
5 5x3 15 7 37 3x5 15 5773
Realizando los productos cruzados tenemos:
12'\4 2/'10 entoncesi>£.
N 573
5 3
C Sy d dos:
2. Comparemos -y 7 por productos cruzados:
30 30 6
\3 6/ entonces % =10
5 10
-6 -3 ,
3. Entre 3Y 6 scudl es menor?
-36 -24 - -
'\—6 v entonces ul < —3

-3 8~ 6
56

22
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1 3 .
4. De - > y "5 scual es mayor?
- - 1
5\1 3/6 entonces—7>—%.

En tu cuaderno, escribe los ejercicios siguientes, resuélvelos y revisa tus res-
puestas, con algunos companeros.
1. En tu cuaderno copia la lista siguiente de nimeros e identifica el nimero

que no es racional.

% & 2.7512512...  +2 0 3.541

2. Catay Luisa estan comparando los ndmeros racionales S5 Y5 scudl
procedimiento consideras ti es mas facil? ;Por qué?

Ese cuento de los

ndmeros racionales
es muy facil,

scierto?

Si, mas facil de lo que
te imaginas.

;Cual es el
mayor?

Pues _3_ es mayor ueL
2 yor q B .@

6

23
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3. Entre los nimeros racionales de la derecha, encuentra los que sean
equivalentes al nimero racional que esta encerrado en el circulo de la
izquierda. Explica cémo encontraste las fracciones equivalentes.

4 3 4

’ 0’ 9 ' 12

2 2
37 6

—

—
W
(OS]

1
2 4 6 ' 4 8

En cada cuadro escribe un nimero racional equivalente al racional dado.
Explica el procedimiento utilizado en cada uno.

24
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7 . . . .
7. AJoaquin le corresponde 5~ de una finca y 9. Escribe el representante canénico de las si-
guientes clases de equivalencia:

- 9 : .
Pedro es duefio de los 1 de otra finca. Si las 12345 °
, . : > ) 7'14'21'28'35’
dos fincas tienen la misma extension, ;cual de
. [ )
los dos tiene mas terreno? 3 9
> 127789
8. Escribe en el cuadro la relacién de orden co-
diente (<, >, =

rrespondiente ( ) ) 241 2
a4 2 1075757107

5 3

10. Pedro quiere escribir los nimeros racionales

b. -1 1 que representan estas cuatro figuras y orde-

2 3 narlos de mayor a menor. Por favor aytdale.

sRecuerdas las operaciones con fraccionarios

c. % % que realizabas en los cursos anteriores?
d. 2 4

8 6
e. O 4

9 5
.3 A

5 9

Entendemos por...

Tricotomia los tres posibles casos de relacion que pueden ocurrir al comparar dos
elementos a, b de un conjunto dado.
Estosson:a <b ; a=b o a>bh.

Por ejemplo, dados los niimeros racionales %,
ellos lo siguiente:

y% establecemos entre cada dos de

u-||—x

wi| =
wo

2 <
3

o_1
7 5

Diversion matematica
A un nifio se le ocurrié plantear la multiplicacion siguiente.

¢Podrias ayudarle a terminarla? l X l —_ X

Capitulo 1. Construccion del sistema de los nimeros racionales



26

Secundaria Activa // Ministerio de Educacion Nacional

Dia a dia

La hora en los diferentes paises del mundo

Desde muy nifios aprendemos a leer la hora en los relojes.

Es comin escuchar expresiones como: “son las 7 menos cuarto”, para indicar las 6 y 45.

“Las 3 y 1 para indicar las 3 horas y treinta minutos.

Las2ymedia Uncuartoparalal Las 10y cuarto

La hora en diferentes puntos de la Tierra o ciudades del mundo
Cuando en Bogotd, Colombia, falta % para las 8 de la mafana, en Buenos Aires, Argentina,
falta — para las 10 de la mafiana, en Roma, Italia, falta — para las 2 de la tarde; en Ciudad

del Cabo, Africa, falta }T para las 3 de la tarde; en Tokio, Japon, falta % para las 10 de la noche.

Tomado de http://www.rumbo.com/

12 [EE0 o [T 6 [N 3 [BETET o R 43 ST 46 ETTRE 4o [HHOET 412
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Tema 2. Operaciones entre numeros
racionales y sus propiedades

Indagacion

1. La situacion siguiente, tiene dos soluciones: una grafica y una solu-
cién numérica. 1 s

Realiza la operacion: €+ yahire

A
A 4

I
]

0 1

4

A
v

0

ISR =
-

1

|
il

6

Encuentra la solucién y compara tus respuestas con algunos companeros.
Al presentarse el problema de sumar o restar fracciones con diferente
denominador, es conveniente emplear el minimo comin multiplo de los
denominadores.

Conceptualizacion

Analicemos las situaciones siguientes:

. 4 5
1. Realicemos 9 + 5"

Se halla el minimo comuin mdltiplo (m.c.m.) de los denominadores:

9 6|2)

9 3 3 2x3x3=18

? 1 3 } Elm.cm.de9y6es18
’

Capitulo 1. Construccién del sistema de los nimeros racionales
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Se buscan nimeros racionales equivalentes, amplificando los nimeros racio-

4 5
nales A de tal manera que sus denominadores sean 18, asi:
Ay g: g%ixézi entonces, i:i
9 D 18 92 18 9 18
2y Q- g 543 _15 entonces, 2. b
6 D 18 6 3 18 6 18

Finalmente efectuamos la suma con los nimeros racionales equivalentes a

4 5 .
CRA
4 5 4x2+5x3_8 15 23

9 6 9x2 6x3 18 18 18

Graficamente

4 5
0 9 1 0 6 1
[ [ [ ]+ [ [ [ ] =
0 1 2
I O A ]
8 15 23
2 + 2 = el
18 18 18
_ 13 5
2. Realicemos — X—
10 6
) 10 6 2
Hallamos el m. c. m. de los denominadores: 33 %9 43 5230
5 1 5

Se convierten en fracciones equivalentes con igual denominador y se efectia
la operacion entre los numeradores, simplificando el resultado, en caso de

que se pueda: 5

13,539 25 34 7
10 6 30 30 30 15

15
3 _ 5 = 1
10 6 30

28
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3. Una persona acude a la tienda para comprar azd-
car, que recibe en tres paquetes con las siguientes
cantidades: —, —, y — de kilogramo.
4" 4" 4
Sin embargo, al pagar, nota que no cuenta con el

1
dinero suficiente y debe regresar — kg de azicar.

;Qué cantidad de azdcar compré?

Para poder determinar la cantidad de azicar
que compro, basta con realizar la siguiente ope-
raciéon combinada.

4 2
2 3 4 1 243+4+1 8 4
_ -ttt XX-=—="—= =

4 4 44 4 ¥
2 1

2
1

Como se puede apreciar, esta operacién presenta tanto adicion como sus-
traccion de fracciones, situacién que se manifiesta por el uso de los signos
de operacion (+) y menos (-).

Otro aspecto por considerar es el hecho de que sus denominadores son
iguales, por lo cual el procedimiento utilizado en la adicién y sustraccién
se aplica en la resolucion de operaciones de esta forma.

Una vez hechas las consideraciones anteriores y realizadas las operaciones
correspondientes, se tiene que la cantidad de azicar que compré es 2 kg.

Recuerda:

1. Dos fracciones son iguales si el producto cruzado entre sus términos
es igual.
4

8
—=—vaque 4 x10=8x5
5 10 yad

2. Al simplificar una fraccion se eliminan los divisores comunes entre sus
términos.

— es la fraccién simplificada de =0 pues 5 es divisor comin de 45 y 50

10
Lo 45 _45x5 9
que son terminos: —
50 505 10

3. Una fraccion es negativa si al menos uno de sus términos es negativo.

(11> —11

Capitulo 1. Construccion del sistema de los nimeros racionales
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4. La suma de fracciones con denominadores iguales es igual a la suma de
los numeradores sobre el mismo denominador.

7 ( 3 1 5
—_ 3t (-— )+ —=—
19 19/ 19 19
5. La suma de fracciones con denominadores diferentes es igual a la suma

del producto cruzado sobre el producto de los denominadores.

6 3 (6x2 +(15x3) 12445 57
_+_= 3 = e——

15 2 15x 2 30 30

6. El producto de fracciones es igual al producto de los numeradores so-
bre el producto de los denominadores.

6.3 _6x3 18
5 2 5x2 10

7. El cociente de fracciones es igual a la multiplicacion del reciproco
del divisor.

—_——— = — X—

8. En la suma y resta de fracciones es necesario convertir a un co-
miin denominador.

3 2 3x7 2x5 21 10
e e i i
5 7

30
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Propiedades de las operaciones entre nimeros racionales

Suma y resta
Ya hemos estudiado en los cursos anteriores la suma y resta de fracciona-
rios positivos.

Ahora analicemos las propiedades para la suma de nimeros racionales, esto
es fraccionarios positivos y negativos.

Propiedades de las operaciones aditivas de los racionales

Dados 3,5 y ? definimos las siguientes propiedades

b d

Clausurativa | Asociativa | Modulativa lnvertiva |  Conmutativa

3, 1_7 (Ch)t3i(1hd 9.,0_9 2+(_2)=9 3,443

2 4 4 2 4/ 5 2 \4 5 171 17 |5 \5/ 5 |2 5 5 2

En general: En general: En general: En general: En general:
Suma a,c_& a ¢y e a [c e a 0 a a a\ 0 |a ¢ c¢ a

b d (—+—)+—=—+(—+—) —+—=— —+-—)== |+==—+—

b d’ f b ‘d f b 1 b b b/ b b d d b

donde

g esracional

h

La resta es un caso particular de la suma, pues restar un niimero racional es sumar su opuesto.

D et 6 6)
> \U/)7s 4 en general b 3 y

Multiplicacién y division de numeros racionales
Existen ocasiones en que no se fracciona en partes iguales un todo, sino que
tenemos la necesidad de calcular o de tomar una o varias partes de una frac-
cién o tomar una fraccion de un nimero entero.

;Recuerdas las leyes de los signos de la multiplicacion y de la division de
ndmeros enteros?

+) +) =+ () () =+ (+) () =- () (+)=-
#H+#H) =+ () +¢)=+ #H+E)=- ()+E#)=-
Analicemos las situaciones siguientes:

1. Siete alumnos del grado segundo van a vender jugos de frutas con leche,
en la escuela.

1
Cada nifno aporta.— litro de leche. ;Cuantos litros de leche se reunieron?

Veamos: 7
7 cajas de E litro cada una, son equivalentes a 5 litros,

Capitulo 1. Construccién del sistema de los nimeros racionales
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1 1 1 1 1 1 1
22 V12DV VIR D
I | 1 1 I I 1 /
-+ - -+ -+ -+ -+ - o=
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1
1 =1 -1 =1
es decir, 3— litros. 1 litro 2 2 2
2 ll ! l ! ) ll
2 2 2 2
Representémoslo en la recta numérica:
4 : : :'0 L ~\¥'o “I'o ~‘I"o ~“I'o ~‘I"o I ‘ : ) ) ) ) ) ) ) ’
o 1 1 2 3 7 4 5 6 7
2 2

1 1
Vemos que 7 veces 5 es igual a z 03—.

Como tenemos la repeticion del mismo sumando, entonces, en vez de
sumar podemos multiplicar asi:
1

1 , 1 7
7 veces — equivalea 7x—=—=3—.
2 2 2 2

2. Para confeccionar un vestido, una modista, dispone de 8 metros de
tela. Como solo necesita las tres cuartas partes de la tela, ;cuantos
metros utiliza?

3
Tomamos " de los 8 metros:

3 3
Z de 8 metros son 6 metros;: = x8="—=""=6.

3. Un campesino va a sembrar legumbres en la mitad de la tercera parte de
su parcela.

;Qué parte del total de la parcela tendra legumbres?

;Qué parte representa la mitad de la tercera parte de un entero?
32
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Esta situacién puede ser representada graficamente, asi:
;Qué parte representa la mitad de la tercera parte de una unidad?
Veamos la representacion grafica

i Mitad de :
la tercera
I parte de I
Ter?}t%ra | la unidad 1
de la
unidad | | |
| | |
| | |
1 | |

Se divide el entero en tres partes iguales (tercios) y se marca una de ellas.

Los tercios se dividen a la mitad y se marca — del tercio marcado
inicialmente.

1

Por lo tanto, tenemos: —de —es —.

3 6
La figura queda dividida en seis partes iguales, asi que un medio de un
tercio es un sexto.

L. . o111
Numéricamente lo escribimos asi: —x —= —

2 3 6
Como se puede observar, la multiplicacién de fracciones puede aplicarse
en diferentes situaciones:

. . iy 3 18
Cuando se repite un nimero entero de veces una fraccién: 6x —= —.

5
2 24
Cuando se toma una parte de un entero: EX 12= 3

., 5 7 35
Cuando se toma una parte de una fracciéon: —x —= —

6 8 48

Para representar la multiplicaciéon de dos fracciones se puede hacer de
varias formas:

, utilizando el signo x: %x;— y utilizando

w | =

1
Utilizando un punto: 5

o= ())
parentesis: { — N —) -
2/\3

Los términos de la multiplicacién de racionales son:

1 1 1

7 X
Factores f

6

3
f L Producto

Capitulo 1. Construccién del sistema de los nimeros racionales
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Observa que el numerador que resulta es el producto de los numeradores
(1 x 1) y que el denominador que resulta es el producto de los denomina-

dores (2 x 3).
En general, dados dos niimeros racionales b y % en donde e y d son
e
diferentes de cero, se cumple que: b x £ -o2X¢c _ b c
e d exd e d

En la multiplicacion de fracciones no es necesario convertir a un comun
denominador, pues siempre se multiplican los numeradores entre si'y los de-
nominadores entre si, sin interesar que los denominadores de los racionales
dados sean de denominadores iguales o diferentes.

Analicemos estas otras situaciones:
[ , . . 2 3
4. ;Cuanta cantidad de 60 canicas (bolitas) son los 3 de los E?

Solucion grafica
Primero representamos 60 canicas.

60 canicas
Q00000000000
000000000000
Q00000000000
000000000000
Q00000000000

Después representamos Ios%de 60 canicas, esto es 36 canicas.
0000000600000 La parte sombreada de azul
O0000000000O0 3 |
Q000000 0@0 @O0 | rresenta deb0canicas
000000000000
Q00000000000

2

. 3 .
Finalmente, representamos los — de los — de las 60 canicas, esto es, los
5

2
— de 36 canicas, o sea, 24 canicas.

(0] . O . O . O . La parte sombreada de rosado

2 3 )
representa 3 de 5 de 60 canicas

oo@eoe
@000 0O ~

00000
@0 000
0@o0oe
@000
000
@000
@00 0
0000
0000
0000

34
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Solucion numérica

Calculamos los % de los % de las 60 asi:

(60 _ 2X3X60 _360_ 72
1 3X5X1 15 3
1

2
<X
3

u—:|u.>

2 . .
Luego los - de los % de las 60 canicas son 24 canicas.

Para multiplicar nimeros racionales se multiplican los numeradores entre
si'y los denominadores entre si, teniendo en cuenta las leyes de los signos
de la multiplicacion, estudiadas anteriormente:

(+) X (+)=(+)

() x¢)=H)
#HxE)=0)
() x#H=0)

5. Observemos la solucién gréfica de E por % .

l\.)l-—‘

A

1
1 2 [/1 2 23 2 1 2 1
“xZ2l( Lx2)s3 |ef3 =t 2 a2
L“68°23[(2)]2 271 273 & 3
3

1
6. Al multiplicar - — por — graficamente observamos:
2
- ?(XU
.2
d 3 b
— , —>
"6
2.
- 54
1 1
Luego: - —X— =-—. 35
4 6
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7. Cirilo desea sacar 12 trozos de un listén de madera que

3
mide de longitud 2 m. ;Cudnto debe medir cada pedazo?
Ayudémosle Cirilo a solucionar el caso.
3 o .
Recordemos que — m. significa que tomamos una longitud
4
de 1 my lo dividimos en 4 pedazos para tomar 3.

Luego, de esos 3 pedazos Cirilo quiere sacar 12 trozos.
Resolviendo el problema en varios pasos tenemos:

. s 3
Primero representamos el liston, marcando —.
4

w

Segundo obtenemos 12 pedazos de igual longitud, del

pedazo que representa los 2

Si tuviéramos el liston de 1
metro, habrian salido 16
pedacitos; entonces, cada

uno de ellos tendria un
dieciseisavo...

Segun el grafico, cada pedazo tiene —de metro.

36
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3
Otra manera de resolver el problema es averiguando cudnto es — de — m
4
de liston. Es decir, tenemos — my vamos a dividirlo en 21 trozos o pedazos.
3 3 12
Estoes: —+12=—+—.
4 4 1

Como dividir entre un ndmero racional es igual que multiplicar por su
inverso, entonces, la divisién se convierte en un caso particular de la
multiplicacioén.
.3 3. .12 3 1 1

Asit = =12="= "= x—= é -

4 4 1 4 12 A48 16
Para dividir un nidmero racional entre otro, se multiplica el primero por

el inverso del segundo.

En la multiplicacién y en la divisiéon de ndmeros racionales no es necesario
convertir a un comin denominador, pues no interesa que los denominado-
res de los racionales dados sean iguales o diferentes.

Propiedades de la multiplicacion de niumeros racionales

Leyes de la multiplicacion de niimeros racionales

7 -4 28 El producto de dos nimeros
1. Clausurativa EX ? =- E racionales es otro nimero
racional.
1 2) 2 2 2 4
—X= ) Xx==—x== —
3 5 4 15 4 60
2. Asociativa Agrupando los factores.
1 (2 2) 1 4 4
—Xl=X=)=—X —= —
5 4 3 20 60
6 Todo ntimero multiplicado por
3. Modulativa —X1== 1 da como producto el mismo
7 7 numero.
3 Cualquier nimero multiplicado
4. Anulativa —x0=0 9 P
por 0 da 0.
-2 9 18 18 Todo nimero racional

5. Invertiva multiplicado

por su inverso da 1.

9 -2 18 18

3,5_15
476 24
. El orden de los factores no altera
6. Conmutativa l duct
§X§—1_5 el producto.
6 4 24
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En la multiplicacion | En la division
45 5.4 4, 5 _4 3| 5 4_ 5 9
9 3 379 9" 3 ~ 9 5 379 - 3%y
___4x5 __ 5x4 __ 4x3 _ . 5x9
~ 9x3 T 3x9 ~ 9x5 T 3x4
__20 __20 __12 __ A5
27 27 T 45 12
Como intercambiar los términos de la multiplicacién . . S L
. . Como intercambiar los términos de la division de
de niimeros racionales no altera el resultado, . . ,
e e , . . |niimeros racionales si altera el resultado, entonces, la
entonces, la multiplicacién de nimeros racionales si | .. . ., . . .
. division de nimeros racionales no es conmutativa.
es conmutativa.

Propiedad distributiva del producto respecto a la suma en el sistema
de numeros racionales
. 12 (3 5
Vamos a realizar la operacion — x| —+ — ).
7 4 2
Podemos resolverla de dos maneras:
Una manera es resolviendo la suma y luego el producto.

12 35 12 3 5x2 12 3 10 12 13 12 x13 156 39 4
Ea(Z+2)=Bx (222 2) -2 x (22 ) -5 x () - =Pt
7 4 2 7 4 2 x 2 7 4 4 7 4 7 x 4 28 7 7

Otra manera es distribuyendo el producto y posteriormente sumando, asi:

14

5) (36>+<60)_36 60x2 36 120 156 39 A
- 28  14x2 28 28 28 28 7

Este Gltimo procedimiento se conoce como ley o propiedad distributiva del
producto con respecto a la suma.

En general, el producto de un niimero racional por la suma de dos niime-
ros racionales es igual a La suma de los productos del nimero racional por
cada uno de los sumandos

Potenciacion de nimeros racionales
Vamos a estudiar algunas situaciones en las cuales se necesita utilizar
la potenciacién.

Recordemos la potenciacién como la hemos estudiado en los
cursos anteriores.

1. En una caja hay 5 estuches que tienen, cada estuche contiene 5 cajitas y
38 cada cajita contiene 5 jabones. ;Cudntos jabones en total hay en la caja?
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Solucién

5 estuches x 5 cajitas = 5 x 5 = 5% cajitas.

Y como cada cajita tiene 5 jabones, entonces hay
52 cajitas x 5 jabones = 5 x 5 x 5 = 5% jabones.

5% =5 x5 x5 =125 jabones hay en total en la caja.

Recordemos que los términos de la potenciacién son:

exponente
53 = 125 — potencia
base

Observemos los cuadrados de algunos ndmeros.

12=1x1 =1 112=11x11 =121 302 =30x30 =900
22=2x2=4 122 =12x12 = 144 40? = 40x40 = 1,600
32=3x3=9 132 =13x13 =169 50% = 50x50 = 2,500
42=4x4 =16 14?2 = 14x14 = 196 60% = 60x60 = 3,600
52=5x5=25 152 =15x15 =225 70% = 70x70 = 4,900
6% = 6x6 = 36 16 =16x16 = 256 80? = 80x80 = 6,400
7*=7x7 =49 172 =17x17 =289 90% = 90x80 = 8,100
82 =8x8 = 64 18? = 18x18 =324 100% = 10x10 = 10,000
92 = 9x9 = 81 192 =19x19 = 361

10°=10x10 =100

Con el mismo procedimiento, ti puedes calcular el cuadrado del nimero
que quieras.

. ) 2
2. Dado el ndmero racional - elevarlo a la:

0T
oW N

Solucion
2

- (5)=()6)-55 3

() -QQ@) 125
-0 -00QQ 2222k

Recordamos que la potenciacion se convierte en la multiplicacion del mis-
mo factor, tantas veces como diga el exponente.

Capitulo 1. Construccion del sistema de los nimeros racionales
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1
3. Dado el ndmero racional - 5 elevarlo a la

“6)-6) )6 -
;) B (;_) (15) (%) (%) <%>= = ;1)3>(<-;)x§1x)3 - ;4113= ) 2143

Observamos que cuando un niimero racional negativo se eleva a una po-
tencia par da positivo y cuando el niimero racional negativo se eleva a una
potencia impar da negativo.

e
]
I

Potencia de una potencia
2\

;Cual sera el resultado de (— —) y luego a la 3?
5

Solucion
Podemos resolverlo de varias maneras.

Una manera puede ser:

(ST s e

Otra manera es: K_gﬂ} _

40
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3

2 2
Observamos que [( E) ] es lo mismo que

6

(D) E)E) )aemmmnes (2)

2 23 6
: 2 2 2

Por lo que concluimos que |:<— —)] = (— —> = (-_)
5 5 5

En general, la potencia de una potencia es igual a la base elevada al producto
de los exponentes.

m

a n a nm
I:(Z):I =<;) siempre que b sea diferente de cero.

Radicacion de nameros racionales

Hemos estudiado como la suma y la multiplicacién de nlimeros enteros son
operaciones conmutativas, por lo tanto, se utiliza la misma operacién inversa
para encontrar uno cualquiera de sus términos.

Asi, por ejemplo. 8+5 = 13. Si queremos averiguar el primer sumando, deci-
mos X + 5 = 13 y para averiguarlo, utilizamos la resta: x = 13 -5 = 8.

Si el término desconocido es el segundo sumando, esto es 8 +y = 13, también
utilizamos la resta: y =13 — 8 = 5. En ambos casos sirve la resta porque la suma
es conmutativa: 8 + 5 =5 + 8.

Igual ocurre con la multiplicacién, por ejemplo:5 (8) = 40, entonces,
X (8) =40 de donde x = 40 + 8 = 5 y también 5 (y) = 40 de donde y = 40 + 5 = 8.
La operacion utilizada, en ambos, es misma porque 5 (8) = 8 (5)

En la potenciacion no pasa lo mismo pues 2° no es lo mismo que 3? porque
22=2x2x2=8y3*=3x3=9.

Como la potenciacién no es conmutativa, entonces, la potenciacién tiene dos
inversas: una para averiguar la base y otra para averiguar el exponente. Si se ne-
cesita conocer la base se utiliza la radicacién y si lo que necesita es el exponente
se utiliza logaritmacion.

Asi por ejemplo: 10° = 1,000,000
Si desconocemos la base tendremos x* = 100, en otras palabras, jcudl es el

nimero que elevado a la 2 da 100?, lo averiguamos buscando la raiz cuadrada

de 100: *4/100 =10 porque 10% = 100.

Capitulo 1. Construccién del sistema de los nimeros racionales
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Pero si desconocemos el exponente, tendremos 10" = 100, en otras palabras,
scudl es el nimero al que hay que elevar a 10 para que de 100?, lo averiguamos
buscando el logaritmo en base 10 de 100:

Log,, =100 = 2 porque 10*= 100

Aplicamos estos conceptos a los nimeros racionales y tendremos lo siguiente:

16
1. Calcular la raiz cuadrada de E

. 16
Se escribe ,/—
25

Solucion

16 _J16_x4
25 \/% +5
Decimos +4 el nimero que multiplicado por si mismo da 16 puede ser +4 ya

que (+4)(+ 4) = 16, pero también es — 4 porque (—4)(—4) = 16.

Igual ocurre con J25 que puede ser + 5 porque (+5)(+5) = 25 o puede ser
— 5 porque (- 5)(- 5) = 25.

La raiz de un nimero racional es igual a la raiz del numerador sobre la raiz
del denominador.

Analicemos los ejercicios siguientes:

1. §V81+36 serd igual que J81+367

Veamos: v/ 81+36 =+/117=10.817, mientras que \/E +V36 =9+6 =15.
Observemos +/81+36 no es igual que J81+536.

Simbdlicamente escribimos: / 81+ 36# \/E+ \36 .

42
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f81 36 . 181 /36
2. 5 4|—=+— seraigual que ,|—+,[—?
9 4 9 4

Resolviendo cada parte tenemos:

=4.24

81,36 _ \/81x4 36x9 \/324+ 324_ \/648_\/25,45
"9 4 N9x4 4x9 V36 36 V36 Vo6

Mientras que
\F 36 _9 6_9x2 6x3_18 18_, ,_ .
3 2 3x2 3x3 6 9
Luego: /81 36 f81 /36
—t— =+ |
9 4 9 4

En general: La raiz cuadrada de una suma de dos niimeros racionales no es
igual que la suma de las raices de los racionales dados.

3. sSerd (25)(1 da igual 25 [16
. aSera que ? Z a lgual que 9\ 249 °

Veamos:

(2)(16)- [0 20

9/\49/ \ 441 21

/ } 54 20
37 21

En este caso vemos que

Concluimos que: La raiz cuadrada del producto de dos niimeros es igual al
producto de las raices.
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Aplicacion

Copia en tu cuaderno, los ejercicios siguientes. Forma una pareja, resuélvanlos y
después compara con otras parejas.

: 15 ] !
1. Juanita tenia > kg de arroz y compro e kg mas para preparar arroz con
S . .
leche. Del total de arroz que tenia, utilizé 2 kg. ;Qué cantidad de arroz

no utilizd?

2. Gonzalo emplea > de hora viajando en el bus y 1 de hora mas que en
10 4

bus, caminando para ir de la escuela a su casa.
Sabiendo que la hora tiene 60 minutos,

a. ;Cudntos minutos emplea Gonzalo viajando en el bus?
b. ;Cudntos minutos emplea Gonzalo caminando?
. 3 . .2 .
3. John ha estudiado " de hora, Enrique estudia Y de hora y Juan estudia 2

horas. ;Cuantas horas han estudiado entre los tres?

N L 2 3
4. Dona Teresa vendio los 3 de una docena de zapatos el lunes, los Ede
4 . . p
una docena el martes y los - el miércoles. Si tenfa dos docenas de pares

de zapatos, ;cudntos pares le quedan?

. ;3 . 7 ,
5. ;Qué dura mas, = de minuto o e de minuto?

44

Unidad 1. Sistemas de los nimeros racionales



Tema 2 // Operaciones entre niimeros racionales y sus propiedades

1

3
Rodolfo compré 4 kg de mango, 4 kg de naranja, 2 kg de manzanay 3 kg

de uva. Deposité todas sus frutas en una caja para llevarlas a casa. ;Cudl es

el peso de las frutas compradas?

3 3 5

Encuentra los 3 de los 5, de los 75 de $900,000.

Resuelve las operaciones siguientes:

DR

P

O

. Explica por qué dan diferente los resultados a) y b).

Capitulo 1. Construccién del sistema de los nimeros racionales
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Entendemos por...

Reciproco llamado también Inverso multiplicativo
al nimero racional tal que multiplicado por otro racional
dé como resultado 1. Expresado de otra manera,
decimos que dos nimeros racionales son reciprocos
cuando su producto es 1.

3 3 3x2 6

Por ejemplo —"y —,~ son reciprocos porque —— =— =
jemplo 5 y 5 p porq %3 6

Diversién matematica

El laberinto de las fracciones

Un maestro iba caminando por el pasillo de su escuela
pensando como explicarle a sus alumnos cuando una
fraccion esta en su expresion mas simple.

Si tanto el numerador como el denominador se pueden
dividir entre un mismo ndmero, significa que la fraccion
no esta en su forma mas simple, decia.

Por ejemplo, en la fraccion 13—2, tanto el numerador 12

como el denominador 36 se pueden dividir entre 2 y nos da

respectivamente 6 y 18 por lo que % esigual a % y 6

y 18 se pueden dividir entre 2ynosda3y 9, pero3y9
se pueden dividir entre 3 obteniendo 1y 3.
Finalmente 1y 3 no se pueden dividir, decia el maestro.

, L 12 ) o1
Asi que la fraccion 36 es equivalente a la fraccion 3 y

ésta es la expresion mas simple.
Esto es: E=£= %= 1

36 18 6 3

. . 1

Todas esas fracciones son equivalentes y 3 esla
expresion mas simple.
Ayuda al maestro a llegar al salon a través del laberinto.
S6lo puedes pasar por fracciones que estén en su expresion
mas simple y con las letras que aparecen junto a ellas,
descifra el mensaje que el maestro va a darle a sus alumnos.

http: //redescolar.ilce.edu.mx/educontinua/mate/
lugares/mateTi/mateTi.htm

Dia a dia

La economia colombiana

Una de las economias emergentes mas destacadas
internacionalmente, es la economia de Colombia,
habiendo logrado aumentar la inversion extranjera al pais

hasta 21 veces la inversion desde el afio 2000.
2

En América Latina, la mayor economia es la de Brasil,
seguida por México, Argentina, Venezuela y de 5° esta
Colombia.

Una de las bases de la economia
colombiana es el café que ocupa
un renglon importante en la
exportacion a nivel mundial.
Le sigue el petréleo ya que
Colombia es el 6° productor
del continente.
Colombia es reconocida
mundialmente por sus
esmeraldas y sus flores.

e

4/Y

—

v,
Q-

2 3 5 1 S 2
3 8 6 4 9 12
N 0 = S L W
3 |2 o [2 |5 |s
6 16 15 9 9 7
X 0 vV E - P
8 2 5 4 4 1
15 5 12 6 12 10
I S - R 1§ t
11 4 3 9 1 B
20 8 4 20 9 5
M E N E D E
— » e = M — 5 =
1 13 2 S -1 3
2 15 12 24 15 9
P L 0 J K 0
s |5 |2 |1 | |2
4 8 15 3 5 13
M I F I C AR
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Tema 3. La fraccion decimal, conversiones
y operaciones entre numeros decimales

Indagacion

sRecuerdas que en los cursos anteriores aprendimos que toda fraccién es
una division?

-1
Asi 7 puede expresarse como el resultado de efectuar la divisién — 1 entre 4.

10 |4
20 | -0.25 Sabemos que (- )+ (+) = -
0
-1
Por lo tanto vy = -0.25.

Ahora, escribe su decimal equivalente:

_iz
a- 73
b. 2_
9
C i:
5

Conceptualizacion

Analicemos las situaciones siguientes:

1. En un colegio, de un curso de 40 estudiantes,
5 son zurdos.

a. ;Qué fraccion del curso es zurdo?
b. ;Cual decimal representa esa fraccion?

Solucion
Total alumnos del curso = 40
Zurdos = 5
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5
a. Fraccién de zurdos = 20 es decir, 5 de cada 40.
Simplificando: 1
A1
40 8
8
. 1 e \
b. El racional Py corresponde a la division  1'0 8
20 0.133...
: ~ 20
Es decir, g =0.133..= 0.13 2

2

2. Milena adquirié 3 m de cinta roja, 1.35 m de cinta azul y — m de
cinta amarilla. 4 5
;Cuanta cantidad de cinta adquirié en total?

Soluci6n
. 3 2
Indicamos la operacion: Z+1 '35+§ =

Es necesario considerar que las fracciones co-
munes con diferente denominador no se pueden
sumar directamente, ya que para realizar la opera-
cién primero se obtienen fracciones equivalentes
con el mismo denominador.

Tampoco se podra sumar directamente si en la
misma operacién se tienen fracciones comunes y
decimales como sumandos.

En este caso, se requiere una sola forma de re-
presentacién numérica para poder sumar.

Podemos resolver el caso de varias maneras.

Una manera es que todos los sumandos tengan
la forma de fraccién, entonces, expresamos 1.35

. 135 27
como fraccién, 1.35= 00" 20
queda: 3 27 2.
——+ =
4 20 5
Observemos que 20 contiene exactamente a 4 y 5, por lo que puede ser el

comun denominador. Asi:

y la operacion

3,272 3x5 27 2x4_15 27 8 _50

+—+== +—+ =—+—+—-= m
4 20 5 4x5 20 5x4 20 20 20 20

I\.J|—\

5
507 5
y T ===2
200 2
2

1
Es decir, Milena adquiri6 25 m de cinta.

48

Unidad 1. Sistemas de los nimeros racionales



Tema 3 // La fraccion decimal, conversiones y operaciones entre nimeros decimales

3. Las medidas del pantal6n de Teresa son: 1.07 m de largo,
1.54 m de cadera y 0.83 m de cintura. Teresa quiere ex-
presar esas medidas en nimeros racionales. Ayudémosle.

Solucion

Para 1.07 m

107 :1.07 :1.O7X1OO: 12

1 1x100 100 °

Para 1,54 m
77

154 _1.54 _1.54x100_]ﬁ_ Z

’ 1 1x100 1060 50

50

Para 0.83 m
41

0.7 0:82 _0.82x100_ 82 41

1 1x100 180 50
50

Operaciones entre Numeros decimales

Adicion
Otra manera de solucionar el problema de las cintas de Milena es expresando
todos los sumandos en forma decimal:

En los cursos anteriores hemos estudiado que toda fraccion es una division,
asi que:

3 es 3 4 2 2 >

4 30 | 0.75 5 20 |1 0.4

20 0

entonces, la operacion % +1 .35+% = 0.75 +1.35 +0.40 serealiza ubicando

los nimeros de tal manera que cada punto decimal, quede uno debajo del otro.

) 0.75

o + 135 > 1.35 2 0.75+1.35+0.40 =2.50
0.40 Luego Z+.+§=. +1.35+0.40 =2.

2.50
Es decir, Milena compré 2.50 m de cinta.

Ademas, sabemos que: 2.50= 20_25_ 2 N 2 1
100 10 10 2
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Por lo tanto, concluimos que las dos formas de
proceder dan la misma solucién, ya que:

1
2— m=2.50m.
2

Un ndmero racional puede expresarse como un
nidmero decimal y viceversa.

Los ndmeros decimales pueden ser finitos como

o 5
- — o peri6édicos como —.
99

4

-1
" =- 0.25 es un nimero decimal finito
5
%9 =-0.050505, es un nimero decimal periédico.
Las cifras que se repiten se llaman periodo, asi que
el periodo del nimero decimal 0.050505...es 05.
Otra forma de escritura del nimero decimal

0.050505...es 0.05.

Ejemplo:

En un laboratorio se realiza un experimento
para el cual se somete una sustancia a una tempe-
ratura de —7.2 °C. Enseguida, se la coloca al fuego

donde asciende 4lo C en pocos segundos.
2

Se desea conocer la temperatura de dicha sus-
tancia en ese momento.

Solucion
Podemos resolverlo de varias maneras.
Una manera es:

Transformamos el decimal —7.2 °C en forma de
nimero racional:

o 72 _72x10 _-72 _ 36

1 1x10 10 5

. 1 .
Luego transformamos el mixto 4Een ndmero
. 1 9
racional: 4E=E (recordemos que como cada

unidad tiene 2 medios, entonces 2 unidades tie-
nen 4 medios, 3 unidades tienen 6 medios y 4 uni-
dades tienen 8 medios,que con 1 medio mas se
redinen 9 medios).
Por lo tanto, la suma que debemos resolver es
36 9 1 36 9

-—+ —vyaque 7.244— =-—+
5 2 yed 2 5 2

36 9 36x2  9x5 72 45 27 7
S = ="+ ==

572 x2 Taxs 1010 10 210 €

Otra forma es: 1
Dejando el decimal —-7.2 °C y transformar 4—
en namero decimal. 2

1
Sabemos que 4—=

5 y 9 +2=4.5, entonces,

N o

-7.2 +4% = -7.2+§ =-72+45=-2.7°C

27 7
Observamos que - — =-2—y- 27 =-2.7°C,

10 10 10

7
por lo tanto _ZE =2.7°C
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Multiplicacién de niumeros decimales
Analicemos las situaciones siguientes:
1. 3Cuadl es el perimetro de un corral cuadrangular
que mide de lado 0.78 m?
Recordemos que el perimetro es la suma los lados.

0.78m+0.78m+0.78m+0.78 m=3.12 m

El perimetro del corral es de 3.12 m

?

— —
N
W —t—

1
0 0.78

Como la forma del corral es cuadrada, podemos calcular el perimetro mul-
tiplicando un lado por 4, asi:
4x0.78m=23.12
se multiplica comun y corriente y se separan tantas cifras decimales como
tengan los factores, en este caso solo hay 2 cifras decimales.

Para multiplicar niimeros decimales se procede como si fuera multiplica-
cion de enteros y en el resultado, se separan el total de cifras decimales que
hay en los factores.

2. Don Augusto compré 12.5 kg de un producto para su cultivo a razén de
$845.75 el kg. ;Cudnto dinero pag6 en total?

Solucion
Realizando la operacion 12.5 x 845.75 o lo que es lo mismo 845.75 x 12.5
(recordemos la ley conmutativa que se cumple en toda multiplicacion).

845.75 ——> tiene 2 cifras decimales
x 12.5 —> tiene 1 cifra decimal
422875

169150
84575

m __, tiene2+1=3
' ’ cifras decimales

Capitulo 1. Construccién del sistema de los nimeros racionales
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Division de niumeros decimales
Estudiemos las situaciones siguientes:

1. Mauro, el cerrajero del pueblo, tiene que cortar un tubo de 526.6562
centimetros en 7 pedazos iguales. ;Cudl es la longitud?

Solucién
Sabemos que Mauro debe realizar la division.de 526.6562 entre 7.

5266562 | 7
36 ‘752366
16
25
46
42

0

Observa que solo el dividendo tiene decimales y el divisor
no. En este caso, se efectida la divisién como si fueran nidmeros
enteros. Al bajar la primera cifra decimal, ponemos una coma
en el cociente y continuamos dividiendo.

2. Leonardo tiene $25,000 para comprar un cereal que le cuesta a $6.25 el
gramo ;Cuantos kilogramos podrd comprar?

Solucion
Leonardo debe realizar la divisién 25,000 entre 6,25.

Para hacer la division 25,000| 6.25

es necesario multiplicar ambos miembros por 100 para que desaparezcan
las cifras decimales del divisor y se convierta en una divisién de enteros.

2500000 | 6,25
000000 | 4000

Leonardo puede comprar 4,000 gramos del cereal, es decir 4 kilogramos,
puesto que un kilogramo tiene 1,000 gramos.

Notacion cientifica
Existen cantidades muy grandes [lamadas astronémicas y muy pequefias lla-
madas micrométricas.

Astronémicas como la distancia promedio entre la Tierra y el Sol que es de
150 millones de kilémetros.

Si la escribimos numéricamente seria 150,000,000 Km. y ;Qué tal si la
expresamos en metros? o ;en centimetros? En metros seria 150,000,000,000 m
y en centimetros quedaria 15,000,000,000,000.

52

Unidad 1. Sistemas de los nimeros racionales



Tema 3 // La fraccion decimal, conversiones y operaciones entre nimeros decimales

Medidas micrométricas como el grosor de un cabello que es aproxima-
damente de 0.1 mm que en centimetro seria expresado como 0.0Tcm y en
metros seria 0.000Tm.

Nimeros muy grandes y niimeros muy pequefos, asi escritos, son muy
incémodos para operarlos.

Una manera comoda y reducida a través de la notacion cientifica.

Para aprender a escribir una cantidad enorme o diminuta en este tipo de
notacion, recordemos lo siguiente:

10° =1 10° =1
1
101:10 10’120.1:—
10
1
10?2 =100 10?2 =0.01 = —
100
1
10° = 1,000 10° =0.001 =
1,000
10* = 10,000 10* =0.0001 =
10,000
10° = 100,000 10° =0.00001 = ———
100,000
1
10° = 1,000,000 10- = 0.000001 = —
1,000,000
. . ‘l
10"= 10000000...0 (n ceros) 10" = 0.00000...01 = 100000..0
N
n ceros n ceros

Asi, cualquier cantidad por grande o pequefa que sea puede ser escrita en
la notacién cientifica que es una notacioén en potencias de 10.

Por ejemplo: 200=2x100=2x 10?
7,000 =7 x 1,000 = 7 x 10°
8,600 =86 x 100 = 8.6 x 1,000 = 8.6 x 10°

Observemos que se escribe una sola cifra significativa (distinta de 0), mul-
tiplicada por una potencia de 10.

0.9:9+1O:i=9x10‘1
10

Capitulo 1. Construccién del sistema de los nimeros racionales
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0.05 = =N =5x107
100

0.00000085 = 85 + 1,000,000 = 8.5 + 10,000,000 = 8.5 x 107

Del mismo modo, podemos expresar cantidades de notacion cientifica en
cantidad desarrollada, asi por ejemplo:

El diametro de la Tierra es aproximadamente de 1.3 x 107 metros.

La cantidad que corresponde a correr el punto 7 lugares a la derecha, es
decir, multiplicar por 10,000,000

De tal modo que 1.3 x 107 metros. = 13,000,000 metros.

Aplicacién

1. Las calificaciones de Mateo en matematicas
fueron: 3.5; 6.9; 8.6y 6.8 sabiendo que
aprueba desde 6.0, averigua si Mateo reprob6.

La informacién siguiente corresponde a los ejerci-

cios 2y 3.
Un lote tiene las dimensiones siguientes: 25.75 m de largo y 18.85 m

de ancho.

A~

™

o oo

18.85 m \'G
=\
from
\l((. \’ll’lll
WA YDA MR

25.75m

2. Calcula el perimetro del lote. (Contorno)
3. Calcula el 4rea del lote. (Area rectangulo = base x altura)
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Tema 3 // La fraccion decimal, conversiones y operaciones entre nimeros decimales

4. Una tabla rectangular como la de la figura, tiene 27.45
cm por uno de sus lados y su drea es 419.985 cm?.
;Cual es su otra dimensién?

Area=419.985 cm?

27.45 cm
5. Se quiere amarrar un paquete con un hilo grueso. En
cada vuelta se van 3.75 m. Si se dan 4 vueltas y media
y se gastan 0.125 m en el nudo o amarre. ;Cuantos
metros se gastan?

6. Segun los estudios sobre las medidas calculadas en el
sistema planetario, se cree que el diametro del Sol es
aproximadamente 1,390,000,000 metros. Expresa ese
valor en notacion cientifica.

7. Expresa como nimero decimal los racionales siguientes:

a. 3
2
b, 10
25
2
C —_—
9
8
6 2
17
98
e —
37

8. Expresa en nimero racional los deci-
males siguientes:

0.654
89.3
7.592
91.6
0.006

© o0 T

Realiza las operaciones siguientes:

a 0.65+0.179+84 =
b 0.145-9.654 =
c (6.94+12.5)-0.28 =

10.
a (0.65)(0.179) =
b 0.145 +9.654 =
Cc (6.94 +12.5)(0.28) =

Capitulo 1. Construccién del sistema de los nimeros racionales
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Entendemos por...

Decimal periddico aquel decimal en el que los digitos, en algiin momento, comienzan a
repetirse en blogues de uno 0 mas nameros. .

Por ejemplo: 0.18181818... escrito en notacion de barras se escribe 0.18.

0.533333... escrito en notacion de barras es: 0.53.

Diversién matematica
Cifras faltantes
Lucho encontrd un carton con una igualdad a la que le faltaban unas cifras decimales.

7. 121x]0. 1/5. [1]8

Dia a dia

Frutales colombianos
El Ministerio de Agricultura, calculaba que en 1997 habia 167,359 hectareas cultivadas
con frutales en Colombia.

La distribucion del area sembrada de frutas se presenta en
la Tabla siguiente.

Area cultivada de frutales en Colombia
y su distribucion porcentual.

Fruta Area (hectéreas) Porcentaje del total
Banano 52,057 31.1
Citricos 46,172 27.6
Guayaba 24,900 4.9

Pifia 12,000 7.1
Aguacate 8,800 5.2

Otros (32 especies) 23,430 14

Total 167,359 100

Fuente: Ministerio de Agricultura y Desarrollo Rural 1997
http://www.corpoica.org.co/SitioWeb/Archivos/Publicacio-
nes/Frutalestropicalescartilla.pdf

Escribe en tu cuaderno la lista de frutas cultivadas segun el
area, de mayor a menor.
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e Aprendi a identificar los elementos del e Sé expresar ndmeros racionales como nd-

conjunto de los ndmeros racionales. meros decimales y viceversa.
e Ahora sé comparar nimeros racionales y e Soluciono situaciones problema que re-
establecer un orden entre ellos. quieren la aplicacién de las operaciones
e Soy capaz de expresar un ndmero racional con ndmeros racionales y /o decimales.

en fracciones equivalentes.
* Interpreto cantidades escritas en notacion
cientifica.

Conectémonos con
la Musica

Las figuras musicales nos permiten especificar
la duracién de un sonido.

A continuacion pueden verse las figuras,
sus nombres y sus valores: Como puede notar- 1 1
se, cada figura dura el doble de tiempo que la J J
siguiente y la mitad del tiempo que la anterior.

Informacién tomada de: http://www.teoria.com/ 1 1 1
referencia/f/figuras.htm = = = — O
J 2 4 8

Busca las equivalencias fraccionarias para
semicorchea, fusa y semifusa.

Las figuras musicales J 1

Capitulo 1. Construccién del sistema de los nimeros racionales

57



Capitulo 2

Proporcionalidad

Ya hemos estudiado anteriormente qué es una ra- También hemos estudiado que la proporcion es
z6n y qué es una proporcion, asi como conocemos  la igualdad de dos razones y que la ley fundamen-
la ley fundamental de las proporciones. tal de las proporciones nos ensefia que en toda

Ahora vamos a analizar los tipos de proporcio-  proporcion, el producto de los medios es igual al
nes. Esto es, estudiaremos la proporcionalidad di-  producto de los extremos.

recta y la proporcionalidad inversa. La proporcionalidad es una relacién entre mag-
Hemos visto que la razén entre dos ndimeros es  nitudes medibles.
siempre un cociente (division) entre ellos. Entre dos magnitudes puede establecerse una

proporcién que puede ser: directa o inversa.

Se establece entre 2 magnitudes

puede ser puede ser
Inversa ] [ Directa ]
| | | — 1
Su representa- Un producto Si una magni- Su representa- Un cociente Ambas

cion en el plano nos da la tud aumenta, cion en el plano nos da la magnitudes

cartesiano es constante de entonces, la otra cartesiano es constante de aumentan
una curva proporcionalidad disminuye una recta proporcionalidad 0 disminuyen
en la misma

proporcion
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Tema 1. Proporcion directa

Indagacion

Relnete con uno o dos companeros para analizar esta situacion.
Para construir un metro cuadrado de muro, se necesitan 12 bloques
de ladrillo.
;Cudntos bloques de ladrillo se necesitan para 2 metros cuadrados de muro?
;Cudntos bloques de ladrillo se necesitan para 3 metros cuadrados de muro?
;Cuantos bloques de ladrillo se necesitan para 4 metros cuadrados de muro?
;Cudntos bloques de ladrillo se necesitan para 5 metros cuadrados de muro?
Intenta completar la tabla siguiente:

Metros cuadrados de muro No. de bloques de ladrillo

Conceptualizacion

A Dorotea le encanta preparar exquisitas tortas para celebra-
ciones especiales.

Normalmente, Dorotea prepara tortas para 16 personas pero
esta vez le han pedido una torta para una reunion a la que han de
asistir 64 personas.

Dorotea hace el razonamiento siguiente:

Para 16 personas necesito:
800 g de harina
600 g de mantequilla
16 huevos
480 g de azdcar
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Para 32 personas necesito el doble que para
16, porque 32 es el doble de 16, entonces para
32 necesito:

800 g x 2 =1,600 g de harina

600 g x 2 = 1,200 g de mantequilla
16 x 2 =32 huevos

480 g x 2 = 960 g de azlcar

Para 64 personas necesito el doble que para
32, porque 64 es el doble de 32, entonces para
64 necesito:

1,600 g x 2 = 3,200 g de harina
1,200 x 2 = 2,400 g de mantequilla
32 huevos x 2 = 64 huevos

960 g x 2 = 1,920 g de azlcar

Analicemos el razonamiento de Dorotea.

Ella sabe que para mdas personas, necesita
mas cantidad de cada ingrediente.

Dorotea dobla cada vez el nimero de per-
sonas y la cantidad de cada ingrediente, en la
tabla siguiente:

Personas ‘ 16 ‘ 32 ‘ 64

Harina en gramos 800 1,600 3,200

Mantequilla en

gramos
Huevos 16 32 64
Azlcar en gramos 480 960 1,920

Luego el nimero de personas y los gramos de
cada ingrediente son directamente proporcionales.
Es decir, nimero de personas e ingredientes para la
torta, son directamente proporcionales.

En general: Dos magnitudes son directamente
proporcionales cuando al multiplicar o divi-
dir una de ellas por un nimero, la otra queda
multiplicada o dividida respectivamente por el
mismo nimero.

Ahora, vamos a construir una grafica cartesiana,
para cada ingrediente.

Harnina para las tortas de Dorotea

Gramos

A

3,200

1,6

@)

»Personas

16 32 64

Mantequilla para las tortas de Dorotea

Gramos

A

2,4

(=}

1,200

¥»LPersonas

16 32 64
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Tema 1 // Proporcion directa

Huevos para la torta de Dorotea Veamos nuevamente la tabla de los ingredien-
tes, presentada por Dorotea, y veamos el caso de
Huevos .
la harina:
A
Personas ‘ 16 ‘ 32 ‘ 64
Harina en gramos 800 1,600 | 3,200
Mantequilla en 600 1200 | 2,400
gramos
4 Huevos 16 32 64
/
/ ,
// Azlcar en gramos 480 960 1,920
/ Analizando las proporciones de los ingredien-
32 // tes, seglin el nimero de personas, tenemos:
/ 800 3,200
16 Para la harina: —=
16 64
L .y | Personas Segun la ley fundamental de las proporciones
16 32 64 800 x 64 =16 x 3,200

—_— e

v v

51,200 51,200

Azucar para las tortas de Dorotea
Recordemos las propiedades de las igualdades,

Gramos
7y que también se cumplen en las proporciones.

) . P 800 800

a. Cada razén es igual a si misma. — =——

16 16

3,200 3,200 . .
= propiedad reflexiva.
64 64
N /eS  E N 17 Toda razén es igual a si misma.

// b. Si ﬂzm, entonces, 3,200 :@

16 64 64 16

/ propiedad simétrica.
/
960 / Si una razon es igual a otra, entonces, ésta es igual
/ a la primera.
480-4-1-1 c. Si 800 _ 3,200 y 3,200 :1’600 entonces,
16 64 64 32
: »Personas 800 1,600 . .
16 32 64 — = propiedad transitiva.
16 32
Observemos que: La representacion cartesiana de  Si una razon es igual a una segunda y esta es igual a una
la proporcién directa es una recta. tercera, entonces, la primera razén es igual a la tercera. 61
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Concluimos que la proporcionalidad es una relacién de equivalencia por
cumplir las propiedades: reflexiva, simétrica y transitiva.

Puedes hacer el mismo razonamiento para los demas ingredientes de la
torta que hizo Dorotea.

Aplicacién

Copia en tu cuaderno los ejercicios siguientes, resuélvelos planteando pro-
porciones y compara con algunos companeros.

1. Un automdvil consume 3 galones de gasolina por 120 km de recorrido
;Cuantos kilémetros recorre con 20 galones?

2. En 50 litros de agua de mar hay 1,300 gramos de sal. ;Cuantos litros de
agua de mar contendran 5,200 gramos de sal?

3. Con $5,000 pueden comprarse 4 helados. José quiere saber cuantos hela-
dos pueden comprarse con $17,500.

4. Por la venta de 3 libros de literatura, Nubia se gana $3,850. Si en un dia
Nubia vendié 11 de esos libros. ;Cudnto dinero gané ese dia?

5. Si por 4 camisas se paga $ 240,000 ;Cudnto se pagard por 1 camisa?
6. Cada que se talan 50 arboles mueren aproximadamente 250 especies
de animales. ;Cuantas especies de animales moriran, aproximadamente,

cuando se talan 200 arboles?

7. En un asado se consume 1 libra de carne por cada 4 personas. ;Cudntas
libras serdn necesarias para 25 personas?

Resuelve las proporciones:

g. 10_10
6 m
Completa:

9. Tes—4como-10es a

5
10. 75 es a 25 como g es a
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Entendemos por...
Proporcion aquel enunciado matematico que establece que dos relaciones o cocientes
son iguales. Por ejemplo: 8:4 = 20:10 (se lee: 8 es a4 como 20 es a 10)

Diversion matematica
Escribe 4 multiplos de 7 comprendidos entre 21y 77

7

Escribe 4 divisores de 200 comprendidos entre 10y 100

200

Dia a dia

Las frutas y los pesticidas

Los pesticidas son substancias que ayudan a proteger
las plantas contra mohos, hongos, roedores e insectos.
Los pesticidas ayudan a prevenir la pérdida de las
cosechas y el desarrollo potencial de enfermedades en
los humanos.

La exposicion a los pesticidas puede suceder en el
lugar de trabajo, a través de los alimentos y en el
hogar o el jardin.

Para ayudar a protegerse a si mismo y a la familia de
los pesticidas sobre frutas y verduras, elimine las hojas
externas de las verduras de hoja y luego enjudguelas.
Se aconseja pelar los productos agricolas que tengan
cascara dura o enjuaguelos con abundante agua tibia
mezclada con sal y jugo de limén o vinagre.

Otra alternativa seria comprar y servir productos
agricolas organicos, ya que los cultivadores de estos
productos no usan pesticidas para producir sus
frutas y verduras.

http://www.umm.edu/esp_ency/article/002430.htm

Capitulo 2. Proporcionalidad
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LI 4

Tema 2. Proporcion inversa

Indagacion

Estudia la situacion siguiente:
Cuatro albaiiles hacen una construyen un muro
en 6 horas.
;En cuantas horas lo construiran ocho albaniles?
Piensa si 4 hombres emplearan mds horas o menos
horas que 8 hombres, para hacer el mismo trabajo.
Discute tus planteamientos, con dos o tres com-

Conceptualizacion

paneros y lleguen a una conclusion.
Después de la discusion anterior, vamos dejar en
claro la solucién.

Si se considera que el rendimiento en el trabajo
del grupo, en la construccién del muro, es unifor-
me (no varia, siempre se trabaja al mismo ritmo) Ampliemos la tabla, con otros valores y haga-
y si 4 hombres hacen la construccion en 6 horas, mos la representacion, en el plano cartesiano:
squé sucede con el nimero de horas si aumenta o
disminuye el ndmero de albafiles, para realizar el N° de albaniles | N° de horas de trabajo
mismo trabajo?

—_
No

N° de albaiiiles | N° de horas de trabajo
4 6
8 3
12 2

Q| |wWN

Nlw|( k[0 |

—_
N

En la tabla siguiente:

Observemos que a medida que se aumenta el
ndmero de albaniles, disminuye el nimero de horas En el eje de horizontal ubicamos el ndimero de
de trabajo. Sin embargo, los productos de los nime-  albaniles y en el eje vertical ubicamos el nimero
ros de ambas columnas son iguales: de horas.

4x6=24
8x3=24
64 12x2=24
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Construccion de un muro

24 -
22
T
i 20
e |
m '8 I
P 16 1
0 ]
]
14 )
p i
O 1 J=mt
r ]
]
10 !
h i
o 8 1
1
r 1
a T
1
S 4 |
= = - - - - - - ==1T=--1--F
2 oy
1 1 ] |} I>
] ] ] ]
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Ndmero de albaniles

Podemos concluir que si el nimero de albaniles aumenta, disminuye
el nimero de horas para realizar el trabajo, y viceversa, si disminuye el
nimero de obreros, aumenta el nimero de horas, lo que significa que
nimero de albaiiles y ndmero de horas para realizar el trabajo, son inver-
samente proporcionales.

Observemos que: La representacion cartesiana de la proporcion inversa es
una curva.

Aplicacién

Copia los ejercicios en tu cuaderno, resuélvelos y comenta tus respuestas con
tus companeros.

Si el drea de un rectangulo permanece constante,
entonces, el largo de la base es inversamente propor-
cional a la altura. . ,

La informaci6n siguiente debe ser utilizada para Area = 50 cm Altura
solucionar los ejercicios 1 a 3.

Dado un rectangulo de area 50 cm?.

Base
1. Si el rectangulo tiene una base de 8 cm, entonces
scual es el valor de la altura?
2. Si el rectangulo tiene una altura de 4.5 cm, entonces ;cual es el valor de
la base? 65
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3. Si el rectangulo tiene una altura de 10 cm, entonces jcual es el valor de
la base?

4. Cuatro estudiantes hacen un trabajo en 14 dias. ;En cuantos dias podran
hacer la misma obra 7 estudiantes?

Completa las tablas de proporcionalidad directa.

S 2 3 7
5 10 60
6 1 2 3 4
25 7.5 10 25
7 2 4 6
0.5 1 2

8 2 5 10
20 10 5 4 2
9. 1 3 4 6
36 18 12 6

10. Encuentra el valor de la letra en la proporcion:

1
a L
2
2 !
3 6 e N\
Entendemos por...
Inverso en la suma, al opuesto de un namero, conocido como el inverso aditivo.
, . " 8 8
Por ejemplo el inverso aditivo de E es - E.
Reciproco, también es llamado inverso multiplicativo, al nimero que multiplicado por otro
da 1. Por ejemplo, el
, 8§ 8 8 5 8x5 40
reciproco de — es — porque — X— = ——= —=1,
5 5 5 8 5x8 40
66 . J
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Diversion matematica ® P ® ® ® ®
El gato y el raton

El gato captura el raton en menos de 10 movimientos.
Juega con otro compaiiero. ® F' F' r' @ ®
Cada uno con una ficha de diferente color. Una ficha se
ubica en el sitio de la imagen del gato y la otra en la
imagen del raton. [ | L L L 9
El gato se mueve primero deslizando la ficha por la linea
negra, un espacio en cualquier direccién adyacente entre
dos puntos, intentando capturar el raton. 9 9 9
El raton debe evitar que esto suceda.

El gato gana si captura al ratén en menos de 10
movimientos, pero si no lo captura, entonces, gana el raton. [ @ @ @ 9 9

Dia a dia

La gran muralla china
La muralla china es una de las 7 maravillas del mundo.

Unos 300,000 trabajadores construyeron esta muralla, que empieza en el mar, junto
ala pequeng ciudad -
de Chan-Hai-Kuan, y
continda durante 2,450
kilémetros, atravesando
valles y montanas,
torrentes y rios.

De esta forma con

tantos trabajadores
construyéndola el tiempo
que se tardaron fue
mucho menor que si
hubieran sido los 200,000
que se habian pensado en
un principio.

http://es.wikipedia.org/
wiki/Gran_Muralla_China
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e Ahora diferencio una relaciéon directamente
proporcional de una proporcién inversamente
proporcional.

e Calculo algin dato faltante en una proporcion,
aplicando la ley fundamental de las proporciones.

Conectémonos G,
con el dibujo

Las proporciones en la figura humana

Cuando hablamos de proporciones nos referimos a la
relacion de medidas que se establecen en el dibujo en-
tre las partes y el todo. La belleza y atractivo de un dibu-
jo depende, en gran parte de sus proporciones.

Existen determinadas proporciones, que por su equi-
librio, satisfacen de manera natural la percepcion.

El dibujo de la figura se debe regir por dos cues-
tiones por parte del dibujante de las proporciones
entre cada uno de los miembros del personaje o del
modelo representado.

La finalidad del estudio de las proporciones para el
dibujo es dejar establecida la pauta por la cual se rigen
las diferentes medidas del cuerpo.

La proporcion sistematizada por una corriente artis-
tica o por una época se acaba convirtiendo en el canon
de la misma dicho de otra forma, cada época configura
un canon propio para la representacion del ser humano,
estableciéndose en cada momento la medida para cual-
quiera de las partes de su cuerpo. Dentro del estudio
anatémico deben establecerse una serie de cdnones o
medidas que sirvan de base para el estudio comparativo
de los diferentes miembros del cuerpo.

A través de la Historia del Arte se ha observado
un cambio constante en el canon de las proporcio-
nes humanas.

Cada época se ha servido del dibujo para esta-
blecer las medidas consideradas como ideales, por lo
que tales proporciones han tenido constantemente un

e Soluciono situaciones en las que intervienen pro-
blemas que requieren el planteamiento de propor-
ciones tanto directas como indirectas.

punto de referendo acor-
de con el gusto estético
del momento.

Desde la antigiiedad,
se ha venido utilizando

el canon griego como
proporcién ideal: la al-
tura total del cuerpo hu-
mano de pie equivale a
la suma de siete veces la
altura de su cabeza.

La proporcién durea
o seccion dorada, es
otro método que puede
utilizarse para la reali-
zacion de dibujos y que
consiste basicamente en
la division de una linea
recta de tal manera que
la parte mds pequena
sea a la parte mds gran-
de como la parte mas
grande es al total.

Es interesante conocer
estas convenciones para
poder aplicarlas si lo de-
seamos, pero debemos ser conscientes que la despro-

porcién puede ser utilizada deliberadamente para ex-
presar sensaciones, sentimientos e ideas.

http://como-dibujar.blogspot.com/2008/06/proporciones-
humanas.html
http://pategraficasincamisa.blogspot.com/2007/03/pasos-
para-realizar-una-obra-de-dibujo.htm
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Repasemos lo visto

Al iniciar la unidad te preguntabamos si siempre podemos dividir un nimero
entre otro no nulo.

Ahora creemos tener claro lo siguiente:

e En el conjunto de los nimeros naturales, no es posible quitar a un nimero,
otro nimero mayor.

e En el conjunto de los nimeros enteros, solucionamos el problema que no
tiene solucién en los naturales, pero aqui tampoco tienen respuesta todas
las divisiones.

* En el conjunto de los ndmeros racionales, ya es posible solucionar todas
las divisiones y demas operaciones, por lo que concluimos que: El con-
junto de los ndmeros racionales es mas amplio que el conjunto de los
nimeros enteros y el conjunto de los nimeros enteros es mas amplio que
el conjunto de los nimeros naturales.

En otras palabras: Todo nimero natural es entero y todo nimero entero
es racional.

Simbdlicamente: NC ZC Q.

Se lee:"Los naturales estan contenidos en los enteros y los enteros estan
contenidos en los racionales”.

e Cuando la variacién proporcional es directa, las cantidades aumentan o
disminuyen al mismo tiempo.

e Cuando la variacion proporcional es inversa, una cantidad aumenta en
tanto que la otra disminuye y viceversa.
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La palma de aceite
a palma de aceite es una planta tropical propia de climas
célidos que crece en tierras por debajo de los 500 metros
sobre el nivel del mar. Su origen se ubica en el golfo de Gui-
nea en el Africa occidental y su denominacién popular: palma
africana de aceite.
Colombia es el primer productor de palma de aceite en Amé-
rica Latina y el cuarto en el mundo.
En una palma de aceite se contonean alegres flores mascu-
linas y femeninas, de las que nacen frutos por millares, esféri-

cos, ovoides o alargados, para conformar racimos compactos
de entre 10 y 40 kilogramos de peso. Antes de adquirir el alegre y vistoso color anaranjado rojizo del sol tropical que
les brinda la madurez, los frutos son de color violeta oscuro, casi negro. En su interior guardan una dnica semilla, la
almendra o palmiste, que protegen con el cuesco, un endocarpio lefioso rodeado, a su vez, por una pulpa carnosa.
Ambas, almendra y pulpa, proveen aceite con generosidad.

La primera, el de palmiste, y la segunda, el de palma propiamente dicho.

La palma de aceite es un cultivo perenne y de tardio y largo rendimiento ya que la vida productiva puede durar mas de
50 anos, pero desde los 25 se dificulta su cosecha por la altura del tallo.

El procesamiento de los frutos de la palma de aceite se lleva a cabo en la planta de beneficio o planta extractora. En ella
se desarrolla el proceso de extraccion del aceite crudo de palma y de las almendras o del palmiste.

El proceso consiste en esterilizar los frutos, desgranarlos, macerarlos, extraer el aceite de la pulpa, clarificarlo y recupe-
rar las almendras del bagazo resultante.

De las almendras se obtienen dos productos: el aceite de palmiste y la torta de palmiste que sirve para ali-
mentos animal.

Al fraccionar el aceite de palma se obtienen también dos productos: la oleina y la estearina de palma.

La primera es liquida en climas calidos y se puede mezclar con cualquier aceite vegetal. La otra es la fraccién mas sélida
y sirve para producir grasas, principalmente margarinas y jabones. Las propiedades de cada una de las porciones del aceite
de palma explican su versatilidad, asi como sus numerosas aplicaciones.

Actualmente, es el segundo aceite mds consumido en el mundo y se emplea como aceite de cocina, para elaborar
productos de panaderia, pasteleria, confiteria, heladerfa, sopas instantaneas, salsas, diversos platos congelados y des-
hidratados, cremas no lacteas para mezclar con el café.

A su vez, los aceites de palma y palmiste sirven de manera especial en la fabri-
cacion de productos oleoquimicos como los dcidos grasos, ésteres grasos, alcoholes
grasos, compuestos de nitrégeno graso y glicerol, elementos esenciales en la pro-
duccién de jabones, detergentes, lubricantes para pintura, barnices, gomas y tinta.

En los dltimos tiempos ha venido tomando fuerza su utilizacién como bio-
combustible. El biodiesel en la actualidad es una nueva alternativa para la utili-

zacién del aceite de palma como materia prima de otros productos.
Tomado de: http://www.fedepalma.org/palma.htm

J
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El dificil caso de la herencia resuelto por el
hombre que calculaba

“Encontramos, cerca de una antigua posada me-
dio abandonada, tres hombres que discutian aca-
loradamente al lado de un lote de camellos. Fu-
riosos se gritaban improperios y deseaban plagas:

— iNo puede ser! — jEsto es un robo! — {No acepto!
El inteligente Beremis traté de informarse de qué se
trataba. Somos hermanos - dijo el mas viejo -y re-
cibimos, como herencia, esos 35 camellos. Segin la
expresa voluntad de nuestro padre, debo yo recibir la
mitad, mi hermano Hamed Namir una tercera parte, y
Harim, el mas joven, una novena parte. No sabemos
sin embargo, como dividir de esa manera 35 came-
llos, y a cada division que uno propone protestan los
otros dos, pues la mitad de 35es 17 y % ;Cémo hallar
la 32 parte y la 9* parte de 35, si tampoco son exactas
las divisiones?

— Es muy simple. — respondié el “Hombre que
calculaba” — Me encargaré de hacer con justicia esa
division si me permitis que junte a los 35 camellos de
la herencia, este hermoso animal que hasta aqui nos
trajo en buena hora. Traté en ese momento de interve-
nir en la conversacion:

- iNo puedo consentir semejante locura! ;C6mo
podriamos dar término a nuestro viaje si nos quedara-
mos sin nuestro camello?

— No te preocupes del resultado “bagdali”- repli-
c6 en voz baja Beremis —. Sé muy bien lo que estoy
haciendo. Dame tu camello y verds, al fin, a que con-
clusién quiero llegar. Fue tal la fe y la seguridad con
que me hablé, que no dudé mas y se lo entregué.
Inmediatamente lo junté con los 35 camellos que alli
estaban para ser repartidos entre los tres herederos.
— Voy, amigos mios — dijo dirigiéndose a los tres her-
manos — a hacer una division exacta de los camellos,
que ahora son 36.

Y volviéndose al més viejo de los hermanos, asi
le hablé: — Debias recibir, amigo mio, % de 35, o sea

1 o092 o 1l
17'y 5. Recibirds en cambio - de 36, 0 sea, 18. Nada
tienes que reclamar, pues es bien claro que sales ga-

nando con esta divisién. Dirigiéndose al segundo he-
redero continué: — T4, Hamed Namir, debias recibir %
de 35, 0sea, 11y %.Vas a recibir % de 36, 0 sea 12.
No podras protestar, porque también es evidente que
ganas en el cambio. Y dijo, por fin, al més joven: — A
ti, joven Harim Namir, que segln voluntad de tu padre
debias recibir % de 35, 0 sea, 3y % de otro, te daré %
de 36, es decir, 4, y tu ganancia sera también eviden-
te, por lo cual sélo te resta agradecerme el resultado.
Luego continué diciendo: — Por esta ventajosa division
que ha favorecido a todos vosotros, tocaran 18 came-
llos al primero, 12 al segundo y 4 al tercero, lo que da
un resultado (18 + 12 + 4) de 34 camellos. De los 36
camellos sobran, por lo tanto, dos.

Uno pertenece, como saben, amiamigo el “bagdali”
y el otro me toca a mi, por derecho, y por haber resuelto a
satisfaccion de todos, el dificil problema de la herencia.
— iSois inteligente, extranjero! — exclamé el mas viejo
de los tres hermanos-.

Aceptamos vuestro reparto en la seguridad de que
fue hecho con justicia y equidad.”

Tomado de “El hombre que calculaba” de Malba Tahan
(1895-1974)
http://www.librosmaravillosos.com/hombrecalculaba/
capitulo03.html

Opina a cerca del caso de la herencia y discitelo

con algunos comparieros.

Unidad 1. Sistemas de los nimeros racionales
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¢En qué vamos?

Reflexiono y trabajo
con mis companeros

Resuelve cada ejercicio en tu cuaderno y revisa tus

repuestas con algunos companeros.

1. Las organizadoras de una fiesta comision
adquirieron 2.5 kg de pasabocas, pero esta
cantidad fue insuficiente, por lo que tuvieron

3 . .
que comprar — kg mas. ;Cudntos kg de pasa-
bocas compraron en total?
. oo ] .

2. Juanita adquiri6 35 m de tela para realizar un
trabajo de corte y confeccioén, pero solo utilizé
7 p . .

s m ;Cudnta cantidad de tela le qued6?
3. Calcula los kilémetros que recorrié un ciclista en
: e 3
tres etapas: en la primera recorri6 152 km; en
2 2
la segunda, 185 kmy en la tercera 18= km.
8

4. Un alumno del grupo pesaba 52% kg al princi-

2
pio del curso, y ha perdido 5—kg. ;Cuanto
pesa actualmente? 3

. 3 1
5. Angel comi6 3 de 5 pastel de fresa. ;Qué
parte del pastel comi6?
. P . 5
6. Un kilémetro es aproximadamente Py de una

. p iy 6 .
milla. ;Cudntos kilémetros hay en — de milla?

Encuentra el resultado de las siguientes opera-
ciones, sin que olvides simplificar tus resultados.

7.
4 2 2
a. —X—= b 3—)(6:
6 3 5
3 4
c. —+-8= d —=—=
4 7
8. 3

00 )
c. %Z d. E+\E:

a. Convierte 0.245 en fraccién comun y simplifica.
b. Convierte 5/8 en decimal.
c. Convierte 2 34 en fraccién comun.

10. Escribe frente a cada pareja de magnitudes si
son proporcionalmente directas o proporcio-

nalmente inversas.

a. Articulos vendidos - ganancia obtenida

b. Velocidad — tiempo empleado

c. Presion — volumen

d. Talla de vestido - cantidad de tela

Unidad 1. Sistemas de los nimeros racionales



Le cuento a mi profesor

Con tu profesor, resuelve la siguiente rejilla.
Lee el enunciado y sefala con una x la categoria correspodiente, segtin lo que has aprendido.

Qué sé hacer | Superior | Alto | Basico | Bajo
Describo las clases de equivalencia de nimeros
racionales dados.

Establezco relaciones de orden entre dos o mas ndmeros
racionales.

Ubico elementos del conjunto de los nimeros racionales,
en la recta numérica.

Sumo correctamente nimeros racionales de igual
denominador

Sumo correctamente nimeros racionales de diferente
denominador

Multiplico correctamente nimeros racionales.

Divido correctamente ndimeros racionales.

Elevo correctamente, un niimero racional a un exponente
dado.

Extraigo raices exactas de niimeros racionales.
Reconozco las propiedades de la adicion de ndmeros
racionales.

Reconozco las propiedades de la multiplicacion de
ndmeros racionales.

Identifico magnitudes directamente proporcionales.
Identifico magnitudes inversamente proporcionales.
Resuelvo problemas que requieren el planteamiento de
proporciones directas.

Resuelvo problemas que requieren el planteamiento de
proporciones inversas.

Autoevaluacion

Participo y aprendo | Superior | Alto | Basico | Bajo
Permito la discusién entre los companeros.
Participo activamente en clase.
Doy la razén a quien la tiene.
Apoyo el trabajo en grupo.
Ayudo a aclarar las dudas a mis companeros.
Contribuyo con la disciplina del curso.
Me intereso por avanzar en mi aprendizaje.
Propongo actividades para resolver en clase.
Asisto puntualmente al colegio.
Realizo las tareas en mi cuaderno
Repaso lo ejercitado en clase.
Reconozco la labor de mi profesor. 73
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Unidad e

Geometria

Resolvamos

Te has preguntado: ;Cual es la importancia

de las figuras y de los cuerpos geométricos

en la vida de las personas? Sofia, esta calculando la altura del cuerpo del
hombre de la estatua. Para lograrlo ha disefado un
plano que le ayudard a encontrarla.

Sofia piensa que comparando respectivamente
las medidas conocidas en su plano podra descu-
brir la altura del cuerpo del hombre de la estatua.

En el desarrollo de esta unidad estan los conte-
nidos para el aprendizaje de los temas, tales como:
la congruencia y semejanza de tridngulos, los teo-
remas de Tales y Pitagoras, las propiedades de los
triangulos y cuadrilateros, con los cuales solucio-
nards y resolveras problemas de la vida cotidiana
como el de la situacion que tiene Sofia. Ademas
encontrards temas para calcular areas de regiones
planas y los volimenes de algunos sélidos como el
cubo, el prisma y la pirdmide.

1.6 m

0.9 m 4.6 m




Referentes de calidad
Estandar

Conjeturo y verifico propiedades de congruencia y semejanza entre figuras
bidimensionales y entre objetos tridimensionales en la solucién de problemas.

Reconozco y contrasto propiedades y relaciones geométricas utilizadas en
demostracion de teoremas bdsicos (Pitdgoras y Tales).

Aplico y justifico criterios de congruencias y semejanza entre tridngulos en la
resolucién y formulacién de problemas.

Uso representaciones geométricas para resolver y formular problemas en las
matematicas y en otras disciplinas.

Generalizo procedimientos de calculo vélidos para encontrar el area de regiones
planas y el volumen de sélidos.

Capitulos
1. Congruencia y semejanza.
2. Soélidos geométricos.




Capitulo 1

Congruencia y semejanza

Cuando una persona tiene ciertos rasgos fisicos
que son muy similares a los de otra, decimos que
se parecen.

En geémetra, existen casos en los que se pre-
sentan ciertas similitudes entre figuras y es entonces
cuando hablamos de semejanzas y de congruencias.

Al observar y comparar figuras geométricas, se
advierte que, en algunos casos, dos de ellas tienen
la misma forma pero no el mismo tamano y, en otros
casos, puede ser que sean de igual forma y tamano.

;Cuando se puede afirmar que dos triangulos
son semejantes? Para contestar esta pregunta es ne-
cesario que se cumplan algunas condiciones que
se analizaremos en este capitulo.

( Congruencia y Semejanza J

|

Criterios de congruencia Criterios de semejanza

. y Propiedades Teoremas
de triangulos de triangulos
)
1 )
T )
1
N—
LLL —— 4
——— 2
Triangulos
)
—_—
V' —
T | O =
(,a,l)
—_— ——
) )
; 3 | AV
X | ¥ "
ALA (0] Paralelogramos
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Tema 1. Teoremas

Indagacion

sRecuerdas qué es un teorema?

Piensa en una definicion de teorema y coméntala con
algunos companeros.

Después realiza la actividad siguiente, referida al teore-
ma de Pitagoras:

En una hoja de papel cuadriculado dibuja los cuadrados
A,y A, de lados 3 y 4 respectivamente.

Calcula el drea de los cuadrados A, y A,.

Dibuja el cuadrado A, y calcula el drea utilizando las
areas A y A,.

;Cudnto mide el lado del cuadrado A,?

sQué relacion hay entre las dreas de los cuadrados A,, A,
A,y A2

Conceptualizacion

Tales de Mileto fue uno de los grandes gedmetras de la an-
tigua Grecia y uno de los primeros en usar métodos de-
ductivos en geometria. Sus métodos permitieron encontrar
medidas de dificil acceso en forma directa.
Te invitamos a que, junto con tus compaferos de gru-
po se acerquen a los hallazgos de Tales de Mileto.
Dibuja rectas paralelas | y m, luego dibuja dos seg-

mentos de recta oblicuos que se tocan p
en el punto A.
Los puntos de corte de los segmentos 2cm
oblicuos con la paralela I, vamos a lla- < A B I >

marlos Ay By los puntos de corte de los
segmentos oblicuos con la paralela m,
los llamaremos C y D. 5cm

Observa que en la figura podemos
identificar dos triangulos: APAB y el
triangulo APCD.

7cm

- —>
/
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2cm 2cm + 5cm

C D
cm

Llamando x al lado del tridngulo marcado con ? y estableciendo la propor-
cién entre sus lado homélogos tenemos que:

2cm es a (2cm+5cm) como x es a 7cm

Escrito de otra manera diremos: PA = Pc
AB CD

2cm - x
Reemplazando valores obtenemos: — = _—

7cm7cm
Despejando x:

1

(2cm)(Zerf) _2cm
7)n—r T

1

También puede establecerse las razones entre los segmentos de las trans-
versales cortados por las paralelas y este resultado se conoce con el nombre
de teorema de Tales:

En general

Si tres o mas paralelas son cortadas por transversales, entonces,
la razén entre las medidas de los segmentos determinados en una

transversal es igual a la razon de las medidas de los segmentos A A
correspondientes de la otra, por lo que son proporcionales. B / \ B’

Esta proporcionalidad permite, en nuestro caso, escribir las si- C/ \C’
guientes igualdades con respecto a las medidas de los segmentos: D/ \ D’

AB _BC _CD _ BE / \
AB ~B'C CD BF L L
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Observa la forma siguiente de justificar el teorema de Tales.

En el tridngulo ABC, el lado AB se divide en cinco segmentos congruentes
entre si, tomando cada segmento como 1 unidad. A

Se traza el segmento B’C’ paralelo al BC y se forman los segmentos
AB’y BB'.

Para determinar la razén que existe entre las medidas de los B’ C’
segmentos AB’ (tiene 3 segmentos) y AB (tiene 5 segmentos),

se tiene que: \
AB’ _ 3 \
AB 5 B C
De la figura se obtiene que AC, al igual que AB esta
dividida en cinco segmentos y AC" abarca tres de ellos, por lo que la razén
entre ellos es:

AB'_ 3
AB 5
Si ahora se trazan paralelas a AC’, se observard que BC' " queda A

dividido en tres segmentos congruentes entre si, y BC queda dividido
en cinco segmentos.

BC 3 B’ C
BC ~ 5

- AR AN

Lo cual quiere decir que si B'C’ || BC entonces: B A \ \ \ \C
AB” AC' B'C’
AB = AC ™~ BC

Por lo que resulta:

Ademas, en la figura se observa que los dngulos de los dos tridangulos son
congruentes, esto es:

ZA =LA por la propiedad reflexiva de la congruencia de angulos.
ZB =B’ porque son dngulos correspondientes entre paralelas.
ZC=/C por la razén anterior.

Esto indica que los tridngulos ABC y A'B’C’ son semejantes, ya que sus an-
gulos correspondientes son congruentes y sus lados proporcionales.

De aqui se deriva otra forma de enunciar el teorema de Tales, que dice:
Si en un triangulo una recta es paralela a uno de sus lados, entonces,

ésta divide a los otros dos lados en segmentos proporcionales y
los triangulos formados son semejantes. < >
C X
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Cuarta proporcional

Si se conoce la longitud de tres segmentos, ;cémo
encontrar un cuarto segmento que forme propor-
cién con ellos?

Es decir que la razén entre dos de ellos, cono-
cidos, por ejemplo: % sea la misma que entre el
otro segmento y el que buscamos: %, en donde x
es el cuarto segmento.

D

Sobre dos semirrectas, con origen comin O, y a
partir de él se colocan cada uno de los segmentos
ayb:

Se unen A 'y B, extremos respectivos de los seg-
mentos a 'y b.

A partir de A se coloca el segmento c. Por el
extremo C de este segmento se traza una paralela
a AB hasta cortar la semirrecta, sobre la cual esta
b, en el punto D se determina asi el segmento BD.

Por el teorema de Tales, ;c6mo son los segmen-
tos correspondientes que sobre rectas concurrentes
son determinados por el corte de rectas paralelas?

oB

, B
;COmo son las razones: —— 20 sea las
¢ OA 7/ AC

razones: - y X
b’ ¢

De tus conocimientos aritméticos recordards que
una proporcion es una igualdad de dos razones, en
donde las dos razones tienen el mismo valor; una

L o a_c
proporcion se expresa de la siguiente forma: 5=d

En una proporcion intervienen 4 términos, esto
es, a, b, c y d; debido a ello, se le Ilama cuarta
proporcional a cada uno de los términos de una
proporcion.

Por lo tanto se tiene que:

a es cuarta proporcional de b, ¢, d.
b es cuarta proporcional de a, ¢, d.
c es cuarta proporcional de a, b, d.
d es cuarta proporcional de a, b, c.

Teorema de Pitagoras

Pitdgoras fue un filésofo nacido en Samos, re-
gion de Grecia, hacia el siglo VI antes de C., sus
obras fueron fundamentales para las matematicas,
aunque también muy importantes sus aportes en
el campo de la filosofia. Pitdgoras es autor de fa-
mosos legados, entre ellos el teorema que lleva su
nombre.

“En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
los catetos”.

En todo tridngulo se cumple esta propiedad que
se conoce con el nombre de Teorema de Pitagoras.

cateto

cateto

c2 + a%+b?

Unidad 2. Geometria
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Veamos otro ejercicio:
En el tridngulo rectangulo ABC cuyos lados miden 3, 4 y 5 unidades, se dibuja
un cuadrado sobre cada uno de ellos.

\ 4 ‘

CUADRADO DE CUADRADO DE CUADRADO DEL
LA HIPOTENUSA UN CATETO OTRO CATETO

25 9 + 16
Observa que el cuadrado de la medida del lado mayor (hipotenusa) es equiva-
lente a la suma de los cuadrados de las medidas de los lados menores (catetos).
Se ha comprobado el teorema para dos tridngulos particulares. Ahora se de-
mostrara para todo tridngulo rectangulo:

Sea el triangulo rectdngulo ABC con a'y b catetos y ¢ la hipotenusa.
Hay que demostrar que a? + b? = c%.

Capitulo 1. Congruencia y semejanza
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Trazamos un cuadrado con una longitud a + b en cada uno de sus lados, y en
su interior cuatro triangulos rectangulos congruentes cuyos catetos sean ay by

una hipotenusa la longitud c.
b + a

—_

Los angulos 1y 2 suman 90° por ser angulos de un tridngulo rectangulo:
m<1+m<2=90°

Los angulos 2, 4 y r suman 180° por formar un angulo colineal o llano:
m<2+<mr+m<4=180°

Los angulos 1y 4 son iguales por ser homélogos: m < 1 =m < 4 y como
m<1+m<2=90° entoncesm <4 +m <2 =90° por lo tanto m < r = 90°.

Esto sucede con los cuatro angulos del cuadrilatero; entonces es un cua-
drado. Dado que el todo es igual a la suma de sus partes, se tiene:

ab

@+b? = & + 4 5
e ) D
Area del Area del Area de
cuadrado cuadrado los 4
deladoa+b de lado ¢ triangulos

y como (a + b)? = a? + 2ab + b?, entonces: a> + 2ab + b? = c? + 4[2—[)}

2
a’+2ab +b?>=c?+2ab
Restando a ambos miembros 2ab, se tiene:
a’> + 2ab -2ab + b?> = ¢ + 2ab -2ab

a’ + b? = ¢? que es lo que se queria demostrar.

Si en un triangulo rectangulo se sabe la medida de dos de sus lados, entonces,
82  la medida del tercero se obtendra al aplicar este teorema.
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Aplicacién

1. Divide el segmento AB en 7 partes de igual
longitud. Hazlo en tu cuaderno.

C

Usa el segmento AC dividido en centimetros.
a. ;Cémo procedes si aplicas el teorema de Tales?

. AB )
b. Encuentra el cociente —— y comparalo con

AC
el cociente entre la longitud de una divisién
sobre AC y su correspondiente sobre AB

2. La diagonal de un terreno rectangular mide
15 my de ancho mide 9 m; ;cuanto medira el
largo del terreno?

75/))

9m

Aplica el teorema de Pitdgoras para solucionar
los siguientes problemas:

3. La base de un triangulo isésceles mide 36 cm
y su altura 24 cm; jcuanto mide uno de sus
lados iguales?

4. Calcula la altura de una pared donde ha sido
recargada una escalera de 6 m de largo que lle-
ga hasta lo alto de ésta. Se sabe que la distan-
cia entre la escalera y la pared es de 1.90 m.

Tema 1 // Teoremas

5. Halla la diagonal de un hexagono regular cuyo

lado mide 2.8 cm

6. Calcula la altura de un triangulo is6sceles

cuyos lados iguales miden 4.8 y el otro lado
mide 3.6.

7. En un edificio se protegieron 120 ventanas cua-
dradas de 1.25 m de lado, con una con adhesiva.
;Cuantos metros de utilizaron?

8. Encontrar el valor del lado del rombo cuyas
diagonales miden 16 cmy 12 cm.

Calcula el valor de la incégnita:
9 25

25 _ f
18 15

10. 64 =100 -y

Capitulo 1. Congruencia y semejanza
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Entendemos por...

Diagonal al segmento de recta que une dos vértices no adyacentes (no seguidos) de un
poligono y en el caso de un poliedro, la diagonal es un segmento de recta que une dos

vértices que no se encuentran en la misma cara.

Diversion matematica
Recorta 12 triangulos congruentes como el verde de la
figura 1 y arma con ellos la figura 2

Figura 1

Figura 2

Dia a dia

Medicion vertical: la plomada

Las plomadas que se utilizaban en la antigiiledad son
muy parecidas a las actuales.

En esencia se trata de un objeto muy pesado, de plomo
o de otro metal, con cuerpo cilindrico rematado en un
cono invertido. Lleva una cuerda ligera y flexible, que
por el otro extremo acaba en un accesorio con el mismo
diametro de la plomada.

Con toda su simplicidad, la plomada es un utensilio
extremadamente certero. Hace falta cierta practica para
impedir las oscilaciones y obtener lectura en pocos
segundos, pero cuando te acostumbres a manejarla
sera tu aliada inseparable. Ademas de las obras de
albafileria, la plomada sirve en numerosas tareas,
como verificar los huecos para un armario empotrado o
ensamblar estanterias de metal.

http://tutoriales-manuales.com/
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Tema 2. Criterios de semejanza
y congruencia

Indagacion

sRecuerdas las escalas: natural, reducida y ampliada de una figura, estudiada
en los cursos anteriores?

Ahora, reunido con algunos compaferos, cada uno en su cuaderno,
realice un dibujo que quiera.

Reddzcanlo a la mitad y después haganlo en tamano triplicado.

Comenten lo que ocurrié de una construccién a la otra, por ejemplo lo

Conceptualizacion

ocurrido con cada parte del dibujo comparando uno con otro.
A nuestro alrededor observamos diversas formas geométricas que pueden
ser iguales o diferentes entre si. Sin embargo, ;cuando podemos afirmar que
son semejantes?

Hemos visto en curso anterior que la semejanza se establece entre figuras
que tienen la misma forma.

Ahora nos preguntamos: ;Cudndo puedes afirmar que dos tridngulos

A b c A o' C

B

son congruentes?
;Cébmosonbyb’;aya ,y cyc?
Comprueba tu respuesta midiendo la longitud de los lados de los tridngulos.

;Como son <Ay <A, <ByB’, <Cy <C"?
85
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;Son congruentes <ABC y <A'B’C’? ;Por qué?

A

B S C

;Cuando puedes afirmar que dos tridngulos son semejantes?
Con ayuda del transportador mide la amplitud de los angulos: Ay A", By B,
Cy C"y describe cémo son estos angulos.
Usa la regla y encuentra las medidas de a, by ¢, y de a’, b’, c’.
Encuentra los siguientes cocientes.
a b
a'b’c
;Qué resultado encuentras?
;Qué podrias decir de los tridngulos ABC y A'B'C"?
sEstaras de acuerdo en definir la semejanza entre triangulos como

viene a continuacion?
Dos triangulos son semejantes si las amplitudes de sus angulos son iguales
uno a uno, respectivamente, y las medidas de los lados opuestos a dichos

angulos son proporcionales.

En los triangulos semejantes, los angulos congruentes y los lados de medi-

T/

> R’
R ™ % > v .~
\\/Z

das proporcionales reciben el nombre de homélogos.
Asi, en los tridngulos anteriores los angulos R y R” son homélogos, como
lo son los angulos Sy S’, Ty T’, los segmentos RS y R’S’, etcétera, esto es, hay
86  una correspondencia uno a uno de sus angulos y de sus lados.
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Para indicar la semejanza entre dos figuras se utiliza el
simbolo ~

A RST ~ A R’S’T’” “el triangulo ere, ese, te es semejante al
triangulo ere prima, ese prima, te prima’.

Comparte con tus compaferos las conclusiones a que
has llegado.

Lee y analiza el siguiente criterio para determinar la se-
mejanza entre dos tridngulos.

Para determinar la semejanza entre dos triangulos exis-
ten tres criterios. El primero de ellos afirma lo siguiente:

Si dos angulos de un triangulo son congruentes con dos
dngulos de otro triangulo, los triangulos son semejantes.

Para justificar esta afirmacién, observa los siguientes

A
/O\ :
B C B'Kb\c'

triangulos:
Se dice que:
si <AzZ<A' y <Bz=<B’, entonces AABC ~ AAB'C’

Si se traslada la medida de A B” al segmento AB desde el
punto A’, se encuentra el punto D.

Desde ese punto se traza una paralela al segmento BC
encontrando en AC el punto E.

A
A/

B C B/ C’

Los dngulos ABC y ADE con congruentes por ser corres-
pondientes entre paralelas, con lo que se tiene que:

<A =<A
AD = AD
y <ADE = <ABC =<AB'C’

Tema 2 // Criterios de semejanza y congruencia

Por lo tanto: /A ADE ~/A\AB'C’
Entonces: <ADE = <C’

Pero como los tres dngulos del triangulo
ABC son congruentes con los angulos del
triangulo y por definicién de semejanza

AABC ~ AAB'C/,

pues tienen tres dngulos correspondientes
congruentes.

Por el teorema de Tales sabemos que
una recta paralela a uno de sus lados de-
termina segmentos cuyas medidas son
proporcionales, por lo que:

AB  AC CB

AB ~AC - CPB

De donde se afirma que dos tridngu-
los son semejantes si tienen dos dngulos
congruentes.

Capitulo 1. Congruencia y semejanza
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Semejanza de triangulos

El ser humano ha creado diversos mecanismos para obtener la medida de dis-
tancias inaccesibles o para construir objetos a escala; uno de ellos es a través
de figuras semejantes.

Dos triangulos son semejantes si tienen un angulo congruente y las
longitudes de los lados que forman estos dangulos son respectiva-
mente proporcionales.

De las figuras siguientes:

D

E/ F/

D/E/_ DIF/
DE ~ DF

Se afirma que <D = <D’y por lo que AEDF ~ AED'F.

Para demostrar lo anterior, haz las construcciones en tu cuaderno:

Traslada la medida del D E " sobre DE y la de D F’ sobre DF de tal
manera que el dngulo D’ coincida con D, pues se sabe que son angu-
los congruentes.

D D’

» D/EI DIF/
Como también se sabe que DE = DE’

se concluye que E'F’ es paralela
a EF por el teorema de Tales.
Por lo tanto: <E = <EF'y <F = <F

Con lo cual los tres angulos del /\ DEF son congruentes uno a uno con
los dngulos del /A D’E’'F’, y como en el primer criterio de congruencia se
establece que con dos dngulos iguales los tridngulos son semejantes, de lo
anterior se concluye que:

/ADEF ~ AD'E'F
88
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Relnete en equipo, observa los tridngulos siguientes y anota tus conclusiones.

R

M N P Q

Podrias afirmar, a simple vista, que los tridngulos anteriores son semejan-
tes? ;Porqué?
Mide los segmentos MO, MN; PQ y PR. También mide los dngulos M y P.

MO  MN

Encuentra las razones W y W

;Como son estos cocientes?

sComo son los dangulos respectivos que forman estos segmentos?
sQué se puede decir de los tridngulos?

Comparte tus respuestas con tus compaferos.

Con un compaiiero, traza un tridngulo )’K’L semejante al siguiente con una

. . 2 . .
razén de semejanza de = . Para ello, te sugerimos pasos a seguir:

Mide los segmentos KL y LJ, también mide el angulo L.

J

K L

* Como conoces la razén de semejanza, sabes a qué es igual cada una de las
siguientes razones, escribelas.

KL _ L)Y _
KL= -

Como conoces las longitudes de KL y L), usa las anteriores igualdades para
hallar las longitudes de K'L" y L)".

* Con las medidas anteriores y la medida del angulo L, construye el triangulo

semejante correspondiente.
Compara tu construccién con la que han hecho tus compaferos.

Capitulo 1. Congruencia y semejanza
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Un método que se ha utilizado para estimar la distancia de un lugar deter-
minado a otros, a veces inaccesibles, es por medio de triangulos semejantes.

Si las longitudes de los lados correspondientes de dos triangulos son pro-
porcionales, entonces, los triangulos son semejantes.

Observemos los siguientes triangulos.

R

S T S’ T’
De acuerdo con el tercer criterio se De acuerdo con los trazos realizados, se tiene que:
afirma que: RST ST _ TR or lo que RS ST _RI
M R Ter TR PO RV UV RU
QT . . . 2 . ST RT
ARST ~ AR'S'T. En la primera afirmacion se tiene: = =
RISI SITI RIT/
Para justificar el criterio anterior, se Pero como RU =R’ T’, las dos ultimas razones son equi-

traslada RT " a RST sobre RT, localizando  valentes; por lo tanto, las demas igualdades se cumplen en
el punto U, y se traza sobre ese punto una  ambos triangulos, con lo que se establece que:

paralelaVU a ST.
Por el teorema de Tales, se afirma que: ARST ~ AR'S'T
R Con tus compaifieros, es posible construir un tridngulo se-

mejante a otro, si se conoce la razén de semejanza o cons-

. . 2
tante de proporcionalidad; supone que la constante es =5

que el tridngulo dado es el /A FGH. Construye el A FG'H'.

H

/ARUV ~ ARST.

90 Puesto que VU es paralela a ST .
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FIG/ GIH/ H/Fl
FG ' GH ' HF

Calcula, cada una de las siguientes razones

Sustituye en cada una de las razones las medidas de los segmentos FG,
GHy HF.
e Calculalas medidasde: FG’,GH’,HF’
e Con las medidas anteriores construye el triangulo correspondiente, seme-
jante al A FGH.

Media proporcional
Construccion de la media proporcional
Con tu grupo de trabajo realiza el siguiente taller, el cual te permitira conocer

un caso muy interesante de semejanza de triangulos.

1. Dibuja un triangulo rectdngulo y recértalo.

/

2. Dibuja de nuevo el tridngulo, traza la altura sobre la hipotenusa y recorta
los dos tridngulos que resultan de esta construccion.

Ahora se tienen tres tridngulos: el original y los dos que resultan al cortar
por la altura sobre la hipotenusa.

N\

[] [

Compara los angulos de estos tres tridngulos.
;Qué observas? ;Qué puedes decir de tridngulos cuyos angulos son
congruentes?
;Qué puedes decir de estos tres tridngulos?
91
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Ahora analiza por qué dos de ellos tienen sus
angulos congruentes.
Por ejemplo el triangulo ABC y el tridngulo ACD.

C

B

< CAB = < CAD Por serDcomL]n a los dos
triangulos.

<ACB = < ADC Son angulos rectos.
;Por qué < ABC = < ACD?

Si comparas, ahora los dngulos del A ABC con
los angulos del A\ CDB.

;Como son A ABC y /A CBD? ;Por qué?
;Cémo son A ACB y /\ CDB? ;Por qué?
;Como son A BAC y /A DCB? ;Por qué?

Seguramente ya has llegado a la conclusién de
que los tres tridngulos son semejantes.

Busca ahora los lados homélogos que te permi-
ten encontrar la razén de semejanza entre ellos.

La semejanza entre A ABC y /A ADC permi-
te encontrar la igualdad entre razones de lados
CB _ AC

homdl i AB_CB _AC e rel
omo OgOS asl: AC = CD = AD e la rela-

cion de semejanza entre /A ABC y /\ ACB se

AB CB _ AC
CB ~ DB ~ CD

tiene:

Encuentra la igualdad de las razones entre los
lados homélogos de A ACD y A CDB.

De lo anterior podemos concluir el siguiente

teorema de semejanza:

La altura sobre la hipotenusa de un triangulo rec-
tangulo divide a éste en dos triangulos semejantes
a él y semejantes entre si.

S 48

A

O

4. En el triangulo rectangulo ABC hemos trazado
la altura CD, sobre la hipotenusa.

C

D

Los tridngulos ABC y ACD tienen en comtn el an-
gulo A'y ya viste que son triangulos semejantes.
La igualdad de razones entre lados homdélogos
que forman el dngulo A se expresa asi:

AB _AC . AD _AD

AC ~AD °AC “AC

;Qué observas en las dos proporciones que se
establecen entre razones de lados homélogos?
;Como son los medios en la primera propor-
cién? ;Como los extremos en la segunda?

Conclusién: En un triangulo rectangulo, un cate-
to es media proporcional entre la hipotenusa y la
proyeccion del cateto sobre la hipotenusa.

En nuestro caso la hipotenusa es AB, el cateto
considerado es AC y la proyeccion de AC sobre la
hipotenusa es AD.

Si se considera el cateto CB, ;cémo escribirias la
proporcién entre los lados homélogos de los tridn-
gulos ABC y CBD, que tienen en comun el < B?

Comenta tus conclusiones con tus compaferos.
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Analicemos la situacion siguiente:
Encontremos la longitud del segmento que representa la media proporcio-
nal de segmentos cuyas medidas se conocen.
Con tus instrumentos y siguiendo las instrucciones, realiza este proceso
en tu cuaderno.
a b
| ] | |
| | | |

A B B C

Dados: a=3 cmyb =2 cm, un procedimiento a seguir es el siguiente:
Se trazan los segmentos, AB y BC en forma consecutiva.

A B C

Se localiza el punto medio O de AC y después con el compas, se traza una
semicircunferencia cuyo radio sea igual a AO

A 0 B C

Se traza una perpendicular a AC a partir de B, de manera que corte a la
semicircunferencia formandose el segmento BD, que representa la media pro-

porcional buscada.
D

A 0 B C

Si se unen A con el punto D y C con el punto D, se obtienen dos triangulos
semejantes con base en el teorema de semejanza que ya conoces; los triangu-
los son: A ABD y /A BCD
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En la figura se observa que: AB es homélogo de BD y BD es homélogo
de BC.
Por tanto, la proporcién que se forma es:
AB _ BD
BD = BC

De aqui, el término comun es: BD mide 2.4 cm.
Este resultado lo puedes comprobar:
En la proporcién establecida reemplaza la medida de los segmentos dados.

Congruencia de triangulos

Analicemos el criterio LLL: Al observar ciertas figuras se advierte que éstas
quiza tengan la misma forma, pero no el mismo tamafio o medida; otras tal
vez sean de la misma forma y el mismo tamafo, lo cual puede interpretarse
de diferentes maneras.

Las figuras que tienen la misma forma y la misma medida se dice que son
congruentes.

Observemos el siguiente ejemplo:

B

A c A

Al analizar los dos tridngulos se puede ver que si se miden los lados del
/N ABCy los del A AB’C’, resultaran congruentes, lo cual se representa de la
siguiente forma:

'AB = AB’ AC = AC BC =B'C’

Asimismo, se tiene que los dngulos Ay A’, B'y B” asi como C y C’ son con-
gruentes, lo cual se representa asi:

ZA = LN «B = /B’ £C = z2C

Debido a que los lados y dngulos interiores de estos triangulos son con-
gruentes, se dice que el /A ABC es congruente con el /A AB’'C’; lo cual se
representa como: /AABC = A'B'C’

Cuando se cumplen estas condiciones se dice que dos tridngulos son con-

gruentes, si tienen respectivamente congruentes sus lados y sus angulos, ya
que existe una correspondencia uno a uno entre sus lados y angulos.
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Asi, expresamos el criterio LLL:

Si dos triangulos tienen sus tres lados congruentes, los dos triangulos son
congruentes.

Ahora, estudiemos el criterio LAL.
Dado el A ABC, obtenemos otro tridngulo congruente a él, tomando como

referencia el dangulo £ A. Para ello se traza un segmento A'B’ congruente al
segmento AB.

C

A B’

Con una abertura cualquiera del compas se trazan dos arcos haciendo
centro en Ay A’ con lo que se obtienen los puntos M, N'y M.

C

| \ |

M N v Y

A

Con centro en M’ y con una abertura de compds congruente con el arco

MN, se traza otro arco que interseque al del A'B’ y después se une este punto
con el extremo A'.

A!

B!

I

Se hace centro en A’ y con una abertura de com-
pas congruente a AC se marca el punto C'.

Se unen C’ con B’ para formar el A AB'C/, el
cual resulta ser congruente con el /A ABC.

A/
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Otro procedimiento para trazar triangulos con-
gruentes es el siguiente:

Dado el tridngulo KLM, se traza un segmento K'L’
congruente al segmento KL.

M

K’ L’

Se mide con transportador el « Ky se traza
el £ K.

M/

K’ L

Se hace centro en K’ y con una abertura de
compds congruente a K M se marca el punto M.

Después se unen los puntos L' y M’ para formar
el triangulo K'L'M’, que resulta congruente con el
N\ KLM.

M/

K’ L

Con base en estos dos procedimientos mostra-
dos se tiene que:

Dos triangulos son congruentes si tienen con-
gruentes un angulo y los lados que forman
9% dicho angulo.

Un nuevo criterio de congruencia de triangulos
es el criterio ALA.

Como ya has visto, para trazar un tridngulo con-
gruente a otro no se necesita conocer las medidas
de los lados y angulos. Para ello es suficiente cono-
cer dos angulos y el lado comprendido entre ellos
o también las medidas de sus tres lados.

Puedes hacer una comprobacién haciendo
construcciones con los datos de la figura:

;Resultan los tridngulos construidos a partir de
estos datos, congruentes?

;Crees que este es otro criterio para la con-
gruencia de tridngulos?

Con tus dos compairieros, analiza el siguiente
procedimiento para trazar tridngulos congruentes,
realizando este taller en clase:

Dada la longitud de un lado y las medidas de
dos angulos adyacentes.

1. Se traza el segmento A'B’ tal que AB = A'B’

A B’
2. Se mide con el transportador el £ A'y se traza
< A" de modo que ZA = ZA.

/
/
/
/

A B’

3. Se mide ~ By setraza ~ B’ tal que zZB = /B’
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4. Se prolongan los rayos que parten de A’ y B’ hasta que se corten; ese pun-

to de intersecciénrepresenta a C'. c,
\/
/\

\

/ N\

/// \\\
X /< >\ y
Asi se obtiene el A AB'C’.

Comparando los triangulos ABC y A'B’C’, se tiene que:

YA = YN, AB = AB’, ¥B = xB’

Al medir los lados y los dngulos restantes se tiene que:

xC = xC', AC = AC,yBC = B'C’
Por lo tanto, el A ABC = A AB'C'.

Asi, se tiene que:

A B Ai B,

Dos triangulos son congruentes si tienen un lado congruente adyacente a
dos angulos congruentes.

Propiedades de los triangulos
Haz grupo con dos comparieros y dibujen un triangulo cualquiera. Luego
midan cada uno de los angulos y obtengan la suma de los dngulos internos.

C

/ A+ 2B+ 2 C=?

A B

;COmo son estos resultados en cada caso?
;Depende la forma y el tamano del triangulo de la medida de sus angulos
internos o interiores?
sHay algiin modelo de estos tridngulos que tenga dos angulos rectos?
Se sabe que todo triangulo tiene tres angulos internos o interiores, pero
scuanto suman las medidas de éstos? 97

Capitulo 1. Congruencia y semejanza



98

Secundaria Activa // Ministerio de Educacion Nacional

Si se recorta un triangulo en tres partes, de modo que cada una contenga
un angulo interno o interior, y se suman haciendo coincidir los vértices, re-
sulta la figura siguiente.

T

R S

Compruébenlo con alguno de los modelos que han hecho.
Noétese que al unir los tres angulos forman un angulo llano; es decir, un
angulo de 180°.
Por consiguiente, la suma de los dngulos internos del triangulo RST es 180°.
Ahora se plantea la siguiente interrogante: jse cumple esa condicién en
todo tridngulo?
Para contestarla es necesario realizar una demostraciéon que generalice
esta propiedad como la siguiente:
En el /A RST: Se conoce que los dngulos 1, 2 y 3 son internos o interiores.
Se desea demostrar que en el tridngulo RST:
1+ 22+ 2£3=180°
Se conoce que los dngulos 1, 2, 3 son angulos internos del tridngulo RST
y se desea demostrar que
1+ 22+ 2£3=180°
Para esta demostracién se necesita trazar una paralela al lado RS que pase
por el vértice T; con ello se forman los dngulos 4 y 5.

T
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Razonamiento
Afirmaciones Razones

1. X4+ X3+ X5=180° 1. Porque forman un dngulo colineal o Ilano.

2 1= x4 9 x5 2. Porque son dngulos alternos internos entre
Fl=d4y ¥2=4 paralelas.

3. Al sustituir en la afirmacién a X4y X5 por
sus equivalentes ( X1y X3).

3.1+ X2+ X3=180°

En general: La suma de los angulos internos de cualquier triangulo es igual
a 180°.

De la afirmacién anterior se pueden inferir (deducir):
a. Los angulos agudos de un tridngulo rectdngulo suman 90°; es decir, son
complementarios.
C (Recordemos: los dngulos suplementarios son
los que suman 180°).
Z A es recto = 90°.
« By « Cson agudos.

Z B+ 2« C=90°.

Compruébenlo para el caso de una de sus
A B escuadras.

b. Un triangulo sélo puede tener un dngulo recto o un angulo obtuso.

Los lados de los angulos rectos u obtusos
no se intersecan, por tanto no se forma
un tridngulo.

A B

c. Enun tridngulo, un dngulo interno y su externo adyacente suman 180°;
es decir, son suplementarios.
C
2 1 es interno del AABC.
2 2 es externo adyacente de ~ 1.
Z 1+ 2£2=180°

Capitulo 1. Congruencia y semejanza
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d. Todo angulo externo de un tridngulo es igual Se conoce que: £ 1, £ 2y £ 3 son los angulos
a la suma de los dos internos no adyacentes internos en el ANABC.
aél.

Se quiere demostrar que: £ x= 21+ £ 3
Los dngulos 1y 3 son internos no adyacentes al
angulo externo 4. £ x es externo adyacente al ~ 2.
LA4=2£1T+23
Razonamiento:

C

;Cual es la razén para afirmar que
X+ £ 2 =180

sPor qué puede afirmarse que
L1+ 22+ 2£3=180%

sPor qué se puede decir que
\4 LX+2£2=21+22+ 23

B sPor qué se puede plantear la siguiente igualdad?
LX+L2-L2=2LT1+2£L2+2£3-22"

A

e. En todo triangulo, cualquier angulo externo

es mayor que un angulo interno no adyacen- Como explicas entonces que
te a él. LXx=2L1+23

# 1y « 3 son internos no adyacentes al angulo

externo 4. Por lo tanto se cumple que:

LZA4>21 y £Z4>/23
En un tridangulo, un angulo externo x es igual a la
Continda trabajando en equipo para escribir las  suma de los dos dngulos internos no adyacentes a él.
razones de cada afirmacién lo que permite cons-
truir una demostracion: Verifica las siguientes propiedades de los tridn-
gulos, realizando una construccién con medidas.
Se conoce que: £ 1, £ 2y £ 3 son los angulos

internos del /A ABC. 1. Los angulos opuestos a los lados congruentes
£ 1 es externo adyacente de £ 2. de un tridngulo isésceles son iguales.
Se quiere demostrar que £ x= 2 1+ £ 2 2. En todo tridngulo escaleno el mayor lado se
opone al mayor angulo.
C 3. En todo triangulo, triangulo la longitud de uno

de sus lados es menor que la suma de las lon-
gitudes de los otros dos lados y que a su vez la
longitud de su lado es mayor que la diferencia
entre las longitudes de los otros dos lados.

4. En todo triangulo se cumple que cualquier
lado es menor que la suma de los otros dos y
mayor que su diferencia.

100 B
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Aplicacién

Copia y resuelve los ejercicios, en tu tu cuaderno y después compara con
algunos companeros.

1. Construye un tridangulo semejante al tridngulo ABC siguiendo los
pasos senalados.

a. Traza un angulo congruente con < A y denétalo B
como A'.

b. Marca un segmento A B ' de una medida
cualquiera.

c. Sobre B’ traslada la medida de < B.

d. Cierra el triangulo y encuentra el angulo C.

e. ;Seran semejantes los triangulos ABC y A'B'C"?

sPor qué?
f. sQué se requiere para afirmar que dos triangulos
son semejantes A
2. Si se sabe que en los tridngulos siguientes: F
DE=2cm,EF=25cm, D'’E'=6 cm, E'F =7.5 cm, A
ZE=65°y £F =65° D E

Determina si los tridngulos son semejantes.
Justifica tu respuesta.

D/

3. En la siguiente figura indica los tridngulos que sean congruentes; para
ello, tienes que medirlos.
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4. Dibuja, en una hoja, un triangulo en el que dos de sus lados midan 5 cm
y 8 cm respectivamente, y el angulo entre ellos mida 70°.
Para el procedimiento las indicaciones pueden ser las siguientes:

a. Traza un segmento de 8 cm.

b. Senala un angulo de 70° con vértice en uno de los extremos del seg-
mento de 8 cm.

c. Traza el segmento con abertura de 70°. Sobre él traza el lado de 5 cm.

I,\”
8 cm /\
,\
,( 5cm
/
)
~~
1
1
-.-
, (o
8 cm

Completa el triangulo trazando el tercer lado.

Recorta el modelo que has construido.

Mide el tercer lado y escribe su valor.

Compara esa medida en los modelos que han construido tus compaferos
y coméntalo.

5. Dadas las siguientes figuras, encuentra las medidas de los angulos que
se piden.

a. C

150°

102
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6. Observa la figura en la cual AB || CD C
A

B

sComo son los angulos 1y 2?2 ;Por qué?
sComo son los dngulos A'y D? ;Por qué?
:Como son AE y ED? ;Por qué?

;Como son el A ABE y el /A CDE? ;Por qué?

Qo0 o

7. Lucia quiso medir la altura de una piramide, asi que colocé una estaca de
3 m de altura y midié la sombra que proyectaban la piramide y la estaca.
En el dibujo encontraras los datos.

50 m

L —L [

40 m I: :I
4m

8. Calcula la altura del poste de luz representado en la figura

M

3.60 m N 5.80 m R

9. Construye tres triangulos escalenos que sean semejantes y explica sus
caracteristicas de semejanza.
10. Revisa cada uno de los criterios de semejanza y construye dos triangulos
congruentes para cada criterio. 103
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Diversion matematica
Juega buscando los 32 triangulos. que hay en la figura.

Entendemos por...

Congruencia la caracteristica de dos figuras tal
que tienen el mismo tamario y la misma forma. Al
superponerlas coinciden totalmente.

Dia a dia

Torre del Reloj

La torre del reloj fue construida como la entrada principal a
la ciudad amurallada de Cartagena.

Actualmente consta de tres puertas. Sin embargo, en un
principio fue s6lo una y los espacios laterales servian de
sala de armas y capilla.

Esta torre se encuentra construida sobre un lienzo de muralla,
con una altura de 30 metros. y constituye uno de los simbolos
arquitectonicos mas conocidos de Colombia.

Esta construccion se encuentra ubicada entre las plazas

de los coches y de la paz, y ha sido testigo de los grandes
cambios tanto fisicos como sociales que ha sufrido la ciudad
desde hace casi cinco siglos; siendo en sus origenes, la
entrada de la ciudad, para hoy en dia ser considerada

como un sitio turistico de gran valor histdrico, que ya no es
visitado por mercaderes de esclavos, sino por personas de
todo el mundo que estan interesadas en apreciar con sus
propios ojos la belleza de esta obra.

Su construccion tuvo lugar en el afio de 1601 y en sus
inicios fue llamada "la puerta del puente", debido al
viaducto de madera que pasaba por encima del cafo
de san Anastasio, uniendo asi la isla de Getsemani,

con la de Calamari (centro). Es de admirar su gran
composicion geométrica.

Reconozcamos a la torre del reloj, como un patrimonio de
Cartagena y del mundo, digno de admirar.

http://www.rentapar.com/rese%C3%B1as/la-torre-del-reloj/
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e Aprendi lo importante que fueron para la
geometria los matematicos Thales de Milleto
y Pitdgoras de Samos.

e Ahora reconozco al triangulo como una de
las figuras basicas sin las cuales la geometria
no tendria sentido.

fue clave porque

)
Este capitulo

e Al comprender la diferencia entre semejanza
y congruencia encontré mayor importancia a
las construcciones a escala.

e Identifico los criterios y caracteristicas de las fi-
guras semejantes y de las figuras congruentes.

Conectémonos con
La Ingenieria

La cercha
La cercha es uno de los principales tipos de es-
tructuras empleadas en ingenieria.

Proporciona una solucién practica y econé-
mica a muchas situaciones de ingenieria, espe-
cialmente en el disefo de puentes y edificios.

Una armadura consta de barras rectas unidas
mediante juntas o nodos formando tridngulos.

Los elementos de una cercha se unen sélo en
los extremos por medio de pasadores sin fric-
cién para formar armazén rigida; por lo tanto
ningln elemento contindia mas alld de un nodo.

Cada cercha se disena para que soporte las
cargas que actdan en su plano y, en consecuen-
cia, pueden considerarse como una estructura
bidimensional. Todas las cargas deben aplicarse
en las uniones y no en los mismos elementos.
Por ello cada cercha es un elemento sometido a
fuerzas axiales directas (traccion o compresion).

http://webdelprofesor.ula.ve/arquitectura/jorgem/princi-
pal/guias/cercha.pdf

Capitulo 1. Congruencia y semejanza
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Capitulo 2

Los sélidos geométricos

Desde la Antigliedad, las personas han utilizado
formas de sélidos geométricos en la arquitectura,
la ingenieria, el arte y en muchos otros campos.
Seguramente has visto productos empacados en
cajas de forma cubica, prismatica, piramidal, c6-
nica o esférica.

El desarrollo de este capitulo amplia el estu-
dio de los s6lidos geométricos que realizaste en
el grado 7°.

La bdsqueda de regularidades y de relaciones
entre dimensiones de un cuerpo, te permitira en-
contrar expresiones para calcular longitudes de
aristas y diagonales y dreas de caras y volimenes.

Para ello, se aplicaran expresiones para el cal-
culo de las areas y los volimenes de los cuerpos
geométricos.

Ocupan un lugar en el espacio

Calculamos

( Areas J

I

( Volumen J

base "+,

Unidad 2. Geometria
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Indagacion

Calcula el perimetro y el area del piso del salén de clase. Elige una unidad de
medida que quieras y puedes hacerlo con una regla, una cinta métrica, una
hoja cuadriculada, etc.

En tu cuaderno, realiza un dibujo escribiéndole las dimensiones, haz los
calculos necesarios y después compara tus resultados con los de otros com-
pafieros y comenten al respecto.

Conceptualizacion

En los cursos anteriores estudiamos las figuras planas, modelamos algu-
nos s6lidos y analizamos sus areas laterales y totales. Recordemos los
aspectos importantes sobre las figuras planas y los sélidos para proceder
a solucionar problemas:

Figuras planas | Perimetro | Area
a

Cuadrado , a Po=a+a+a+a=4a As = (a)@a) = a?

a
Po=a+b+a+b
2 a = — —
Rectangulo - 242 As = (a)(b) = ab
b

Tridngulo A P, = Suma de los lados Aa = l)2_a

Rombo

P, =Suma de los lados >

Circulo Longitud de la
circunferencia Ac = 1 72
Le=2nr

Capitulo 2. Los solidos geométricos
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Sdlidos

g

Area lateral

A, = suma de areas de
caras laterales
AL = 4“2

Area total

AT = 66!2

Volumen

V=a

Prisma recto ﬂh

A, = suma de areas de
caras laterales
A, = (Perimetrog,,.) (h)

Total = ALateral + 2'ABase

V = (drea de la base)(altura)
V = (Areag,..) (h)

1

L A, =suma de dreas de | A = P- (Qpae + Agera) | V =3 (drea de la base)altura)
Pirdmide recto -

caras laterales 1

V=—Ash
3

Cilindro A = 2nrh A=2nrth +r) V = nr2h
8
Cono A =2mrg A =mr(r + g)? V= % 27 h
Esfera ! A = 4 Ve % o

Cubo y prisma

Hemos dicho que un poliedro es un cuerpo geométrico de caras planas y
con un volumen determinado. También podemos decir que es una regién
del espacio limitada por poligonos. Los poliedros son cuerpos tridimensio-
nales, es decir que tienen tres dimensiones: largo, ancho y altura o en vez

de altura pueden tener profundidad y sus 6 caras son planas.
Ahora, si en el poliedro, sus caras son cuadradas y de iguales

dimensiones se llama cubo u ortoedro.

1. Dado un cubo como el de la figura, calculemos:

a. Area lateral
b. Area total

a=5cm

—— Unidad 2. Geometria ——
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Solucion
a. Para calcular el area lateral del cubo dado, calculamos el area de 1 cara
y la multiplicamos por 4, porque el cubo tiene 4 caras laterales y 2 ba-

ses, todas de igual area.

El drea lateral (A, del cubo es igual a la suma de las dreas de las
caras laterales.

Area de 1 cara = (5 cm)? = (5 cm)(5 cm) = 25cm?  por ser un cuadrado.
A =425 cm?) =100 cm?.
b. Como todas sus caras son cuadrados iguales, entonces
el drea total (A, = drea lateral + dreas de las bases.
A, =425 cm?) + 2(25 cm?) = 150 cm?,

2. Un paralelepipedo rectangular tiene las siguientes dimensiones:
largo 15 cm, ancho 9 cm y altura 6 cm. Encontremos:

a. Area lateral
b. Area total

Solucion

15 cm

a. AL =2(15cm)(9 cm) + 2(15 cm)(6 cm)
=270 cm? + 180 cm2 = 450 cm?.

b. Area total = Area lateral
Area total = 2(15cm)(9 cm) + 2(15cm)(6 cm) + 2(9 cm)(6 cm) 9 cm
=270 cm? + 180 cm? + 108 cm? = 558 cm?.

Piramide
Es un poliedro o cuerpo geométrico cuya base puede ser un
poligono de cualquier nimero de lados y sus caras laterales
son tridngulos que coinciden en uno de sus vértices llamado
vértice de la piramide.

3. Una caja de forma piramidal tiene como base
un hexagono regular de longitud 16 cm y su
altura es de 12 cm. Calculemos:

a. Apotema de la pirdamide
b. Area lateral
c. Area total

16 cm 109
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Solucién
a. Llamemos Ap, a la apotema de la pirdmide.
Podemos calcular Ap,
Aplicando el teorema de Pitdgoras, tenemos:
(25 cm)* = (Ap,)* + (8 cm)?
(Ap,)* = (25 cm)’ — (8 cm)?

(Ap,)* = 625 cm® — 64 cm* = 561 cm?

——

8cm Ap,=\561cm? =23.3cm

b. Para hallar el area lateral, debemos saber que
el drea lateral de la piramide es igual al semiperimetro por la apotema.

A = 6(drea de 1 cara lateral) = (semiperimetro)(apotema de la piramide)

A, =6 (drea de 1 cara lateral)

3
A _ B(16cm)(23.3cm)
L=

>

1

= 3(16cm)(23.3cm) = 1.118.4cm’

c. Antes de calcular el drea total, debemos encontrar la apotema (Ap,) de
la base de la pirdmide.

Como la base de la piramide es un hexagono regular de lado 16 cm, enton-
ces aplicamos el teorema de Pitdgoras para averiguar la apotema de la base Ap,.

Recordemos que segln Pitdgoras:

En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos.

(16 cm)* = (Ap,)* + (8 cm)?
(Ap,)* = (16 cm)* — (8 cm)?
(Ap,)* =256 cm* — 64 cm’
(Ap,)* =192 cm?
Ap, = W

110 Ap, =13.86 cm’ 8 cm

—— Unidad 2. Geometria ——



Tema 1 // Problemas sobre areas

Ahora, averiguamos el area de la base de la piramide (hexdgono regular

de lado 16 cm):

Apom 6(16cm)(213.86cm) _ 1,3320.56 665280’

El drea total la piramide es igual a la suma del drea lateral con el area de

la base.
El area total de la piramide sera:
A, = Area lateral + Area de la base
A, =1,118.4 cm’ + 665.28 cm* = 1,783.68 cm?

Cilindro
Es un cuerpo geométrico o sélido cuya cara lateral es curva y sus
bases son circulares.

Un cilindro de revolucién se puede generar por el giro de un rec-
tangulo sobre uno de sus lados.

4. Un tarro cilindrico tiene una altura de 20 cm y el didmetro de
su base es de 10 cm.
Encontremos:

a. Radio de la base del cilindro

b. Area lateral
c. Area total

Solucion

- - -

a. Si el didmetro de la base es 10 cm, entonces el radio es 5 cm, porque

en todo circulo la longitud del radio es igual a la mitad del diametro.

b. El drea lateral del cilindro es igual a longitud de la circunferencia por

la altura: AL = 2rr)(h).

Capitulo 2. Los solidos geométricos
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El drea lateral del cilindro dado estd con color
verde:

A, = 2m)(h)
A, =2m(5 cm)(20 cm)
A, = (10 cm)(20 cm)
A, =200m cm?

La respuesta puede dejarse expresada en térmi-
nos de i, o también asi:

A, =200(3.1416) cm?

A, =628.32 cm2.

c. En cuanto al area total del cilindro dado,
este esta en color verde:

Entonces, drea total del cilindro es igual al
drea lateral mas el area de sus bases:

AT = drea lateral + drea de las bases que son 2
circulos.

A=A +2(nr)

A, = 628.32 cm? + 21t (5 cm)?
A, = 628.32 cm® + 2r (25 cm?)
A, = 628.32 cm® + 50m cm?
A, = 628.32 cm® + 157.08 cm?

A, =785.40 cm’.

112
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Cono
El cono es un cuerpo geométrico que se genera por el giro
de un tridngulo rectangulo sobre uno de sus catetos.

El circulo es la base del cono, el lado se denomina gene-
ratriz (g) y el segmento que une el centro del circulo con el
vértice es la altura.

Area lateral del cono

5. Calculemos el drea lateral y el area total del cono de
generatriz 13 cm y cuya base tiene un radio de 5 cm.

(Longitud de la circunferencia)(Generatriz)

AL:

2
A, =2
Al=mrg

AL =n(5cm) (13 cm)

A, = 204.204 cm?

Entonces, el area lateral del cono es igual a = por radio
por generatriz.

Area total del cono:
A, = Area lateral + Area de la base
A=mrg+mr
Factorizando: A, = mtr (g +1)
A, =204.204 cm* + 7t (5 cm) (13 + 5 cm)

A, =486.948... cm’

Capitulo 2. Los solidos geométricos

13cm

5cm

g=13cm

Z  Longitud igual a la de la
circunferencia de radio 5cm
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Esfera

La esfera es un cuerpo geométrico limitado por una

superficie curva cerrada, cuyos puntos equidistan

de otro punto interior llamado centro de la esfera.
La esfera de revolucion se genera por el giro de

un semicirculo (medio circulo) sobre su diametro.

Area de la esfera

6. Una pelota tiene 14 cm de didmetro.
Calculemos su area:

Solucion

Como el radio es la mitad del didmetro vy si el
diametro de la esfera es 14 cm, entonces el ra-
dio serd 7 cm.

A=4mr?
A=4mn(7 cm)?
A =471 (49 cm?)
A =196 mcm?

En la esfera se habla de un solo tipo de drea y se
calcula mediante la aplicacion de la formula 4rr>.

Aplicacién

. Un salén tiene 5 m de largo, 40 dm de ancho

y 2,500 mm de alto. Calcula:

a. El area lateral, en metros cuadrados.
b. El drea total, en centimetros cuadrados.

. Un cubo de 10 cm de arista se pretende forrar

con un papel de colores.
;Cuantos cm? de papel se necesitan?

. El tanque de almacenamiento de agua de una

fabrica es de forma esférica y mide 2 m. de
radio. Calcula su area.

. Si una piramide de base cuadrada mide 14.5 m

de lado en la base y 8.75 m de altura, calcula:

a. Area lateral.
b. Area total.

. El tetraedro de la figura mide 4.5 cm de arista.

Calcula:

a. Area lateral
b. Area total

. Un cono, cuya base tiene un radio de 15 cm,

tiene una altura de 50 cm. Calcula:

a. Area lateral
b. Area total

Unidad 2. Geometria
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Los ejercicios 7 y 8 se realizan con la siguiente informacién:
La figura adjunta estd compuesta por un cubo de 4 cm de lado y sobre él
estd un tetraedro de 4 cm de altura.

4 cm

a. Encuentra el area lateral del cubo
b. Encuentra el area total del tetraedro

8.
a. Calcula el area lateral de la figura compuesta
b. Calcula el area total de la figura compuesta

Los ejercicios 9 y 10 se realizan con la informacién que se presenta
a continuacién:

La figura representa una composicién de un cilindro y un cono.
Las alturas del cilindro y del cono son iguales a 10 cm y el
radio de la base del cono y del cilindro es de 5 cm.

9.
a. Calcula el area lateral del cono
b. Calcula el area lateral del cilindro

10.
a. Calcula el area lateral de la figura compuesta
b. Calcula el area total de la figura compuesta

115
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Entendemos por...
Apotema aquel segmento perpendicular que se traza desde el
punto medio de cada lado del poligono regular hasta su centro.

Diversion matematica
Recorta en cartén cada figura dada a continuacion y en uno de sus lados o
aristas pégale un palito de tal modo que sobresalga en los extremos del lado.

- O I =

Haz girar la figura y describe el tu cuaderno el cuerpo geométrico que se genera.
Estos sélidos generados se llaman sélidos de revolucion.

Dia a dia

La hectarea (ha)
Se utiliza para medir grandes superficies rurales, bosques, plantaciones y demas
extensiones de terrenos naturales.

La hectarea, conocida también como hectémetro cuadrado o hm? es la superficie que
ocupa un cuadrado de un hectdmetro de lado, que totaliza con ello una superficie de
100 m x 100 m = 10,000 m2,

Su simbolo es ha tanto en singular como
en plural.

Las unidades de medida que sirven para
medir grandes extensiones de terreno se
llaman medidas agrarias.

Ademas de la hectarea, existe el area (a)
que equivale a un decametro cuadrado y
la centiarea que es un metro cuadrado.

Tomado de: http://es.wikipedia.org/wiki/
Hect%C3%A1rea http://www.convertworld.
com/es/area/Hect%C3%ATrea.html

Unidad 2. Geometria
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Tema 2. Problemas sobre
volimenes de solidos

Indagacion

Observa a tu alrededor e identifica cosas u objetos
que ocupan un lugar en el espacio.

En tu cuaderno, dibijalos y haz su descripcion,
teniendo en cuenta forma, tamano, colores, pare-
cido con figuras o cuerpos geométricos, etc.

Con dos o tres compafieros, comparte tu ex-
periencia.

Conceptualizacion

1. Dado el cubo de 5 cm de arista (lado), calculemos su volumen:

Solucion
Volumen del cubo = arista al cubo = a* 5cm
V =(5cm)®> = (5cm)(5cm) (5cm) = 125 cm?
- 5
cm

Areade Altura
la base 5cm

2. Calculemos el volumen de un paralelepipedo rectangular que tiene las
siguientes dimensiones: largo 15 cm, ancho 9 cm y altura 6 cm.
Solucion

Volumen del paralelepipedo = (Area de la base)(altura)

V= (6cm)(9cm) (15cm) = 125 cm3

-
Areade  Altura
la base

117
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3. Una pirdmide regular tiene de base un hexagono de 20 cm de lado y de
arista lateral 29 cm.
Calcula su volumen.
Solucién

7

20 em 20 cm
Por medio del teorema de Pitdgoras, calculamos la altura h de la piramide
y la apotema a de la base.
h =J 29cm)2- 20cm)? =/841cm2- 400cm? =J441cm? = 21cm
a =(20cm) - (10cm)? = /400cm 2- 100cm? =/300cm? = 17.32cm
Sabemos que el volumen de la pirdmide es un tercio del producto del area
de la base y su altura.
Vo (Apase)(h)
3
Abasez(Perlmetro)(Apotema) _ ﬁ _ (120cm)(17.3cm) _ 1,038cm2
2 2 2
2
Vv =(1,038crg (21 cm)= 7,266cm3
El volumen de la pirdmide hexagonal dada es 7,266 cm’.
3. Una caja de forma piramidal tiene como base un hexagono regular de
lado 16 cm y su altura es de 12 cm.
Calculemos su volumen. ..
Solucién —‘7

1
3

altura:
12 cm

B}

Volumen de la pirdmide = (&rea de la base)(altura)

lado de la base: 16 cm

118
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16 cm

Como la base de la piramide es un hexagono regular,
entonces calculamos su apotema aplicando el teorema

de Pitdgoras:

apotema =J(16cm)2- (8cm)2 = J256cm2— 64cm?
=J192cm?
=13.9cm
El area del hexagono, que es la base de la piramide,

sera la suma de las areas de los 6 tridngulos equilateros
que forman el hexagono:

2
Ahex = 6(16cm)(13.9cm) _ 1,334.4cm — 667 2cm 2
2 2
Apirémide = % =(667.2cm) (12cm) = 2,668.8cm3
Areade  Altura
la base

4. Un tarro cilindrico tiene una altura de 20 cm y el didmetro de su base es
de 10 cm. Encontremos el volumen:

Solucién
Volumen del cilindro = (Area de la base)(altura) 20
V = nr’h cm
V =n(5 cm)*20 cm)
V =m 500 cm?

5. Calculemos el volumen del cono cuya altura es 18 cm y su base tiene un
radio de 5 cm.

Solucion
Volumen del cono = % (Area de la base)(altura)
V= 1 nirth
3
V= % (5 cm)?*(18 cm)

V=025cm? (6cm)

V=(150cm?® n
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6. Una pelota tiene 14 cm de diametro. Encontre-
mos su volumen:

Solucion

Como el radio es la mitad del diametro, enton-
ces si el diametro de la esfera es 14 cm, el radio
sera 7 cm.

El volumen de la esfera es cuatro tercios de pi

multiplicados por el cubo del radio.

V=%7‘[r3

V= % mt (7 cm)?
4 3 4 3 3
V= 37 (7 cm)® = 37 (343 cm®) = 457.33n cm

Aunque la respuesta puede darse en términos
de n, puede también resolverse el producto:

V=457.33ncm’=(457.33)3.1416...) = 1,436.75 cm®

Aplicacion

1. Calcula el volumen, en centimetros cubicos,
de una habitacién que tiene 6 m de largo,
50 dm de ancho y 2.8 m de alto.

2. En una bodega de 5 m de largo, 3 m de ancho
y 2 m de alto, Pedro quiere almacenar cajas de
dimensiones 10 dm de largo, 6 dm de ancho y
4 dm de alto. ;Cuantas cajas podra almacenar?

3. ;Cuantas baldosas cuadradas de 20 cm de lado
se necesitan para enchapar una piscina de
10 m de largo por 6 m de ancho y de 3 m de
profundidad?

4. Determina el drea total de un tetraedro, un
octaedro y un icosaedro de 5 cm de arista.

5. Calcula la altura de un prisma que tiene como
area de la base 12 dm? y 48 | de capacidad.

6. ;Cuanta hojalata se necesitard para hacer 10
alcancias cilindricas de 10 cm de diametro y
20 cm de altura?

7. Calcula el drea total y el volumen de un cilindro
que tiene por altura la misma longitud que la
circunferencia de la base que es de 125.66 cm.

8. La clpula de una catedral tiene forma se-
miesférica de radio 50 m. Calcula su area y
su volumen.

9. Un recipiente cilindrico de 5 cm de radioy 10
cm de altura se llena de agua. Si la masa del
recipiente lleno es de 2 kg, ;cual es la masa
del recipiente vacio?

10. Para una fiesta, Luis ha hecho 20 gorros de
forma coénica con cartén. ;Cudanto cartén ha-
bra utilizado si las dimensiones del gorro son
15 ¢cm de radio y 25 cm de generatriz?

Entendemos por...
Angulo diedro aquella
figura formada por dos
planos que se cortan.

Por ejemplo, el angulo
formado por dos caras de
un cubo.

Angulo triedro aquella
figura formada por tres
planos que se cortan.
Como la esquina
formada por tres
paredes de una
habitacion

Unidad 2. Geometria
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Diversion matematica

Calendario dodecaédrico

Para divertirte recortando y armando, puedes hacer tu calendario dodecaédrico, es decir
que tiene forma de dodecaedro.

El dodecaedro es un sdlido o cuerpo geomeétrico de 12 caras iguales.

En cada cara iran escritos los dias de un mes del afio.

Copia el molde de colores del tamafio que quieras hacer tu calendario.

Escribe en cada pentagono (cara) los dias y las fechas de un mes; luego recortalo, doblalo
y pégalo con alglin pegante del que dispongas.

Deja el mes de noviembre de ltimo lugar para obtener un mejor resultado.

L JC)

/
g

Tomado de http://www.calendario2012.com/calendarios-imprimir-dodecaedricos.htm

Dia a dia

El uso de la madera

La madera fue uno de los primeros materiales utilizados por el ser humano, alrededor
de 2000 afios antes de Cristo.

Fue uno de los materiales predilectos para la construccion de palacios, templos y casas.
La madera es un material o recurso renovable, pero infortunadamente es hoy objeto de
una explotacion descontrolada.

Existen tantas variedades de madera como tipo de arboles.

Sin embargo, no todas son adecuadas para trabajos de carpinteria; en algunos casos
son demasiado blandas o se deterioran con facilidad.

Se pueden clasificar en maderas blandas y maderas duras.

Las maderas blandas proceden basicamente de coniferas (pino) o de arboles de
crecimiento rapido. Son las mas abundantes y baratas.

La pulpa de madera es de gran importancia para la produccion de papel. Las maderas
duras proceden de arboles de crecimiento lento (caoba), por lo que son mas costosas y, debido a
su resistencia, suelen emplearse en la realizacion de muebles de calidad.

Los principales paises productores de madera son Estados Unidos, Rusia, Canada, Japon, Suecia,
Alemania, Polonia, Francia, Finlandia y Brasil.

Tomado de http://html.rincondelvago.com/madera_9.html 11
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e Comprendi la importancia de los teoremas
bdsicos de la geometria.

e Aprendi a utilizar el teorema de Pitdgoras.

e Aprendi a aplicar el teorema de Tales.

* Calculé areas de sélidos o cuerpos geométricos.

Este capitulo
fue clave porque

~

e Calculé volimenes de sélidos o cuerpos
geométricos.

V,

Conectémonos con
La Industria

Torno para tallar madera
El torno para tallar es una maquina que se
emplea en la fabricacion de piezas con for-
mas geométricas, en especial, piezas de ma-
dera torneadas.

Existen tornos mecanicos y automaticos.

El torno para tallar madera es una herramien-
ta para mecanizar piezas por revolucion, me-
diante una herramienta de corte.

Generalmente, el movimiento de corte que
se le imparte a la pieza gira, rotando en su
propio eje gracias a un motor eléctrico que
transmite su giro al husillo mediante un siste-
ma de engranajes.

El torno para madera puede realizar cortes
en varias formas, tales como cilindro, cono,
esferas, etc.

También realiza taladrado, ranurado, re-
frendado, etc.

Actualmente, representa una de las ma-
quinarias mas importantes en cualquier pro-
ceso industrial.

Tomado de http://www.magquinariapro.com/obra/torno-
para-madera.html
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Repasemos lo visto

Al iniciar la unidad te preguntdbamos: ;cual es la importancia de las figuras y
de los cuerpos geométricos en la vida de las personas? ;Lo recuerdas?

Ahora puedes responder con toda propiedad esta pregunta.

Tal como Sofia, que intentaba calcular la altura del cuerpo del hombre de
la estatua disefiaba un plano que le ayudara a encontrarla, ti también puedes
ayudarte con dibujos o diagramas para solucionar los problemas.

Cuentas con herramientas valiosas en tu trabajo matematico, como son los

teoremas de Tales y Pitdgoras, los criterios de semejanza y congruencia y los
conocimientos sobre los sélidos para el calculo de areas y volimenes.

Unidad 2. Geometria
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La guadua
a guadua es una de las especies del bambd.
En América existen alrededor de 290 especies de guadua y
bambdu. En Colombia y Ecuador se desarrollan en abundancia
en regiones muy fértiles hasta los 2,000 m de altura. En nuestro pais se
encuentran en gran parte en el eje cafetero.
La més conocida es la llamada cientificamente “Bambusa guadua”,
que es la que tiene mayor didmetro, espesor y resistencia entre las na-

tivas de América y, por tanto, es de las especies que tiene mayor valor
econémico, por sus maltiples aplicaciones, entre ellas, en la construccion. Pero a pesar de su importan-
cia, se tiene poco aprecio por este recurso que se corta intensivamente y sin ningtin control.

En Colombia, especificamente, se han arrasado grandes extensiones de guaduales, con el fin de au-
mentar las areas de otros cultivos considerados mas rentables. No obstante, si la destruccién de la guadua
contintia a ese ritmo, solo restan unos pocos afios para lograr su completa extincién.

Los tallos difieren segln la especie en altura, didmetro y forma de crecimiento; estos van desde unos
pocos centimetros hasta 40 m de altura y didmetro de 10 a 15 cm en promedio. Debido a su tejido de-
licado, el tallo esta protegido con hojas en forma triangular originadas en cada uno de los nudos que se
van formando.

El tallo brota del suelo con el didametro maximo que tendrd, desarrolla su longitud completa y luego
crecen las ramas y hojas. Terminada su formacién, empieza el periodo de maduracion, que alcanza su
maximo grado entre los tres y seis afios, generalmente. La especie se desarrolla normalmente bajo las
siguientes condiciones: suelos arcillosos, arcillolimosos y francos formados de aluviones de los rios o
subestratos. (Nacimientos y vegas de rios y quebradas). Suelos bien drenados, pero también se encuentra
en lechos cenagosos o hdmedos; lluvias entre 1,270 mm y 4,050 mm; temperaturas entre 15 y 36 °C;
humedad relativa entre 80 y 100%; y una altitud entre 400 y 2,000 m sobre el nivel del mar.

Los guaduales ubicados en las riberas toman grandes cantidades de agua en las épocas lluviosas y
la almacenan, tanto en su sistema radicular como en la parte aérea y en el suelo, y luego, por efectos
de concentracién, el agua retenida nuevamente regresa al caudal del rio durante las épocas de sequia.

Mantener guaduales a orillas de los rios equivale a poseer tanques de almacenamiento de agua, por
ello con razén se afirma que donde hay guadua hay regulacién del agua.

Asimismo, los guaduales generan una fuente importante de materia organica para el suelo, debido
a la acumulacién y la descomposicién del follaje que mejora las condiciones del suelo. La guadua es la
especie forestal con mayores posibilidades de suplir la demanda de especies maderables en la industria
productora de pulpa, a menores costos.

También, en el campo de la construccién, la cafia guadua, por sus propiedades fisico-mecdnicas que
le confieren una extraordinaria resistencia, durabilidad y funcionalidad, es un material sobresaliente para
la construccion habitacional. La multiplicidad de usos se revierte en beneficio de las economias locales
de los lugares donde se desarrollan sus bosques, contribuyendo a mitigar la problematica socioeconé-
mica del campo.

k Tomado de http://recursosbiologicos.eia.edu.co/ecologia/estudiantes/guadua.htm )
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Parque Simén Bolivar
El Parque Metropolitano Simén Bolivar se encuentra ubicado en el centro de Bogota
(Colombia) y esta rodeado por algunas de las principales avenidas.

Es el parque mas grande de Colombia en un area urbana.

El sistema consta de 400 hectareas en calidad de espacios verdes y recreativos. In-
cluye los actuales parques “Los Novios”, “El Salitre”, “Museo de los Nifios”, Unidad
Deportiva, lagos artificiales y el edificio de Coldeportes Nacional, gracias a lo cual
Bogota cuenta hoy con un hermoso y amplio parque Metropolitano bautizado con el
nombre de El Libertador.

Unidad 2. Geometria
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¢En qué vamos?

Coevaluacion “Reflexiono y trabajo
con mis companeros”:

Copia en tu cuaderno los ejercicios siguientes y
resuélvelos.

Luego compara con algunos de tus compafieros:

1. Segun la figura dada:

Tu

a. ;Cudl es el perimetro del cuadrado construi-
do sobre la diagonal?

b. ;Cudl es la relacién entre las areas de los
poligonos que componen la figura?

2. Un cuadrado tiene 144 cm2 de érea. ;Cual es

la medida del lado de otro cuadrado que tiene
la cuarta parte de esa area?

i Ay 4cm?
A, T6cm? 4

sEsta expresion qué quiere decir?

4. Verifica si los triangulos ABC y DEF son con-

gruentes o son semejantes. Justifica tu respuesta.

B

5. Construye la cuarta proporcional de los seg-
mentos a, b y ¢, al saber que el angulo del que
se parte es de 30°y sus longitudes son:

a=2cm
b=4cm
c=3cm

En los ejercicios 6, 7 y 8 debes calcular el drea
lateral de cada figura.

6.

5dm

A
.-~ base

4 dm

7. Ademas, calcula el volumen del cubo:

4 cm

[ ]
/cm

8. Ademas, calcula el volumen del prisma:

177

T10m
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9. Los catetos de un triangulo rectangulo miden 10. Un tanque de almacenamiento de agua tiene
3 cmy 4 cm. Si se hace girar el triangulo sobre forma de esfera y mide de didmetro 1 m.
su cateto mayor: Calcula:
a. ;Qué solido genera? a. Su area
b. Calcula el volumen del cuerpo que se genera b. Su volumen

Heteroevaluacion “Le cuento a mi profesor”

Con tu profesor, resuelve la siguiente rejilla.
Lee el enunciado y seiiala con una x la categoria correspondiente, segtin
lo que has aprendido.

Qué sé hacer | Superior | Alto | Basico | Bajo

Comprendo la importancia de los teoremas basicos de la geometria.
Identifico los criterios de semejanza entre tridngulos.
Identifico los criterios de congruencia entre triangulos.

Resuelvo problemas sobre semejanza de triangulos.

Resuelvo problemas sobre congruencia de tridngulos.

Aplico el teorema de Tales en la solucién de problemas.

Aplico el teorema de Pitdgoras en la solucion de problemas.

Soluciono problemas que requieren calcular dreas laterales o totales de cubos.
Soluciono problemas que requieren calcular dreas laterales o totales de prismas.
Soluciono problemas que requieren calcular areas laterales o totales de pirdmides.
Soluciono problemas que requieren calcular dreas laterales o totales de cilindros.
Soluciono problemas que requieren calcular dreas laterales o totales de conos.
Soluciono problemas que requieren calcular areas laterales o totales de esferas.
Calculo volimenes de cubos.

Calculo volimenes de prismas.

Calculo volimenes de pirdmides.

Calculo volimenes de cilindros.

Calculo volimenes de conos.

Calculo volimenes de esferas.

Autoevaluacion “Participo y aprendo”

Participo y aprendo | Superior | Alto | Bésico | Bajo
Colaboro en la realizacién de las actividades.

Participo en discusiones respetando las opiniones de los demas.
Brindo apoyo en el trabajo en grupo.

Aclaro dudas a mis compafieros.

Contribuyo con la disciplina del curso.

Asisto puntualmente al colegio.

Me intereso por avanzar en mi aprendizaje.

Propongo actividades para resolver en clase.

Realizo las tareas en mi cuaderno.

Reconozco la labor de mi profesor.

Repaso en casa lo ejercitado en clase. 127
Participo activamente en clase.
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Resolvamos

Te has preguntado:

¢para qué sirve el algebra?

El dlgebra es una invencién de los arabes y se ex-
pandié por Europa en el siglo XII.

La utilizacion de letras en las matemdticas se
remonta a la época de los griegos que escribian los
nimeros mediante letras. Lo mismo puede decirse
de la cultura romana.

Hacia el siglo XVI, los matematicos ya se ha-
bian dado cuenta de que seria mejor tener simbo-
los para una “cosa” que se buscaba, es decir, para
la “incégnita” (x) y para los nimeros que interve-
nian en las ecuaciones cuando no importaba qué
nimeros concretos debian ser.

Algebra

Sin embargo, el algebra comienza cuando los
matematicos empiezan a interesarse por las opera-
ciones que se pueden hacer con “cualquier nime-
ro”. Ese “cualquier nimero” se representa con una
letra, y se da asi el paso de la aritmética al dlgebra
que es la generalizacion.

En esta unidad, entonces, estudiaremos las ex-
presiones algebraicas y operaciones entre ellas, asi
como simplificaciones y funciones, sobre los nu-
meros enteros y los racionales.




Referentes de calidad
Identifico relaciones entre propiedades de las gréficas y propiedades de las
ecuaciones algebraicas.

Construyo expresiones algebraicas equivalentes a una expresion algebraica dada.

Uso procesos inductivos y lenguaje algebraico para formular y poner a prueba
conjeturas.

Modelo situaciones de variacion con funciones polinémicas.

Identifico la relacion entre los cambios en los parametros de la representacion
algebraica de una familia de funciones y los cambios en las graficas que las representan.

Analizo en representaciones graficas cartesianas los comportamientos de cambio
de funciones especificas pertenecientes a familias de funciones polinémicas,
racionales, exponenciales y logaritmicas.

Capitulos
1. Expresiones algebraicas
2. Fracciones algebraicas y
funciones




Capitulo 1

Expresiones algebraicas

Las expresiones algebraicas se componen de letras y nimeros y forman los
llamados polinomios.

Ellos son parte del lenguaje algebraico.

Los polinomios no solo estan en la base de la informatica, la economia, los
calculos de intereses y en gestiones hipotecarias que se realizan con expresio-
nes polinémicas, sino que también se encuentran en la medicina y otras ra-
mas de la ciencia, que avanzan también gracias a esta herramienta algebraica.

ALGEBRA

Expresiones algebraicas

Representaciones

Polinomios Factorizacion

Valores

Equivalencias

Representaciones

Graficas
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Indagacion

Ayudemos a Lucho en la solucién de la situacion que se le ha
presentado. Necesita adquirir 3 unidades de un articulo, 5
unidades de otro y 2 unidades de otro diferente.

Si la unidad del primero vale $25,000; la del segundo,
$5,000 mas que la del primero y la unidad del tercero vale
$5,000 menos que la del primero, Lucho quiere saber cuan-
to paga por cada clase de articulo y cuanto paga en total.

Retnete con dos compafieros para discutir la situacion de
Lucho y proponer soluciones. Comparen sus propuestas con
las de otros grupos.

Conceptualizacion

Los polinomios son expresiones algebraicas compuestas por términos.
Recordemos que un término algebraico consta de signo, coeficiente, parte
literal y exponente:

(RN exponente
’ N &P

]
/‘(: 4 / ™ parte literal

Cuando tenemos una expresion formada por varios términos, la denomi-
namos polinomio.

Si consta de 1 solo término, se Ilama monomio. Ejemplo: -8x°.

Si consta de 2 términos, se llama binomio. Ejemplo: 5x* - 7xy?.

Si consta de 3 términos, se llama trinomio. Ejemplo: -4x + 2 xy? - bxy*.
3

Si consta de mas de 3 términos se Ilama polinomio del nimero de
términos correspondiente:

ejemplo: -2x + %x2y3 - 3X3y4 + 9x7y5 - 1 es un polinomio de 5 términos.
131
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El grado de un polinomio, esta dado por el mayor exponente que tenga su
parte literal.
Asi:
-8x° es un monomio de grado 5.
5x? - 7xy? es un binomio de grado 3.

-4x + 2 xy?- 6xy* es un trinomio de 4° grado.
3

2X + %X2y3 - 3X3'y4 + 9X7y5 - 1 es un polinomio de cinco términos de grado 7.

Si un término no tiene parte literal, se llama término independiente, como
en el polinomio anterior: 1 es el término independiente.

Valor numérico de una expresion algebraica
Julidn y Mary juegan con las matematicas.
Julidn le pregunta a Mary: j;cudnto vale 5m, si
m es igual a 10?
Mary responde: {Pues 5 por 10, o sea, 50!
Ahora Mary le pregunta: si A vale 1, M vale 2 y
E vale 3, ;cuanto vale A + M + E?
Julian le contesta: 1 +2 + 3, o sea 6.

Dado un polinomio y los valores que tome la
parte literal, podemos encontrar el valor numérico
del polinomio. Por ejemplo:

Dado el polinomio: -2x + 1 X2y - 3%yt + 9xty’ - 1

y los valores x =0 y y = -1, encontremos el valor
numérico del polinomio dado.

Veamos: -2x + 13 X2y? - 3x°yt + 9xty’ - 1
Comox=0 y y=-1, entonces reemplazamos esos valores en la expresion:
2X + % X2y - 33yt + 9Oxty? - 1 =-2(0) + % (0)2(-1)° - 3(0)*(-1)* + 9(0)*(-1)° -1
=0+ 0(-1) - 0(1) + O(-1) -1
=0+0-0+0-1
=0-1
=-1
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Operaciones entre polinomios: suma o adicion de polinomios
Analicemos las operaciones siguientes:
1. Tenemos los polinomios: 5a + 7b - ¢y -8a - 2b + 4¢® y nos piden sumarlos.

Solucién

Los polinomios pueden adicionarse reuniendo sus términos semejantes,
esto es, reuniendo aquellos términos que tengan idéntica parte literal (letra
y exponente igual), por ejemplo, en los dos polinomios dados los términos
5ay -8a son semejantes, +7b y 2b también ellos dos son semejantes vy, final-
mente, -c3 y +4c® también lo son.

De tal modo que la operacién suma queda asi:

(5a+7b-c® + (-8a-2b + 4¢3 = (5a + (-8a)) + (7b + (- 2b)) + (- ¢ + (4¢?))
——’ ——’ ——’

= -3a + 5b + 3¢

Por tanto, la suma del polinomio 5a + 7b - ¢* con el polinomio
-8a - 2b + 4¢® da el polinomio -3a + 5b + 3c?.

Otra manera de realizar la suma de dos polinomios es sumando vertical-
mente un término debajo del otro semejante, es decir que tengan la misma
parte literal y los mismos exponentes:

Recordemos que en el conjunto de los enteros y de los racionales, la resta
524 + 7b - ¢

-8a - 2b + 4¢3
-3a + 5b + 3¢

se convierte en suma.
Asi, realizamos las restas convertidas en sumas:
a. De 5a restar 8a es equivalente a sumarle a 5a el negativo 8a:
5a-8a=>5a+ (-8a) =-3a

b. Realizar la resta 7b - 2b:
Restarle 2b a 7b es lo mismo que sumarle (-2b) a 7b, entonces queda ast:

7b-2b=7b + (-2b) = +5b =5b
C. -BG+4c3=-1c3+4c3=+3c3 =3¢

2. Al binomio g X2 +% m# restarle el trinomio - X2 + %m“ -3

Capitulo 1. Expresiones algebraicas
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Solucion
Convertimos la resta en suma de opuesto asi:

Operamos Signos
——~

[§X2+lm4}—{-x2+lm4-3}[§xz+lm4}+x2-lm4+3:[§X2+lm4}+[x2-lm4+3}=
5 4 2 5 4 2 5 4 2

Reuniendo los términos semejantes, y amplificando las fracciones para
volverlas homogéneas:

{9 x2+x2:|+[lm4_ lm4]+3:|:§ X2 - Ex2}+{lm4 - ! X2m4} +3
5 4 2 5 5 4 1x2

Realizando las operaciones indicadas nos queda:

|:§X2-EX2:| [lm4-1X2m4:|+3:+lx2+|:lm4_gm4}+3
5 5 4 2x2 5 4 4

Il
+
|
x
N
+
—
1
N
3
N
[
+
W

Luego el binomio é X2 + l m#4 menos el trinomio - x2 + %m“ -3 esigual a %xz - % m4 +3

Producto o multiplicacion de polinomios
Multiplicamos un polinomio por otro como lo hacemos en aritmética, es de-
cir que al multiplicar una cantidad por otra tenemos también cuidado de
operar los exponentes, como lo hemos visto antes.

Estudiemos el desarrollo de las multiplicaciones siguientes:

2 . 1
1. Zv2 multiplicado por - _
7y p p 3y

Solucion
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2. Realizar 9m5 - 12n3 + 4r2 por 5m? - n + 2
Solucion

La operaciéon (9m5 - 12n3 + 4r2 ) ( 5m3 - n + 2) podemos realizarla de dos
maneras y nos da igual.

Una manera es multiplicando cada término del primer polinomio por cada
término del segundo polinomio:

Om5-12n3+4r2) (5m3-n+2)=9Im>5Gm3-n+2)-12m Gm3-n+2)+4r2(5m3-n + 2)
Aplicando la propiedad distributiva del producto con respecto a la adicién, tenemos:

m>5m3-n+2)-12n3 6Gm3-n+2)+4r2(5m3-n+2)=

SR YD,

(9m>5) (5m3) + (9mM5) (-n) + (9MS)(2) - 12n3 (5m3) - 12n3(-n)-12 n3 (2) + 4r2 (5m3) + 4r2 (-n) + 4r2 (2)
=45m5+3 - 9mb5n + 18mS - 60m3n3 + 12n3+1 - 24n3 + 20r2m3 - 4r2n + 8r2

=45m8 - 9mbdn + 18mb5 - 60mM3n3 + 12n4 - 24n3 + 20r’m3 - 4r2n + 812

Recordemos que para sumar dos términos tienen que ser semejantes, es decir,
deben tener idéntica parte literal. Asi, por ejemplo, no podemos sumar - 9m5n
con 18m5, porque los dos términos no tienen la misma parte literal. Ni tampoco
podemos reunir -60m3n3 con 20r2m3, pues sus partes literales no son idénticas.

Cociente o divisidon de polinomios
A lo largo de los cursos anteriores hemos realizado diferentes divisiones.
Recordemos algunas por ejemplo:

Dividir 45 - 70 - 90 entre 5.

Una manera sencilla es escribir la operacién en forma fraccionaria: 45-70-90

5
Como 5 es denominador comin de 45, 70 y 90, entonces podemos separar
las fracciones:

Asi: 45-70-90 _ 45 70 90

5 5 5 5
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Simplificando, tenemos:

9 14 18

45 09 g 44 18-9-32-23

De igual manera, procedemos en el caso de tener expresiones algebraicas,
por ejemplo:

Dividir 45x5 -70x3 - 90x entre 5x?
Repartiendo el denominador nos queda:

45x> - 70x3 - 90x _  45x5 70x3 90x

5x2 5x2 5x2 5x2

Simplificado cada fraccién, tenemos:

9x3 14x 18
314
;5;& -7;3;23— ﬁ = 9;‘ . 1X- 18 9 T4x- 18x1

1 1 1x

Observa que dividir entre x es multiplicar por x-1
También podemos hacer la divisién entre polinomios, como dividimos en
aritmética, asi:

o
A>x> 70x Ox 9x3 - 14x - 18x-1
0 0 0

Productos y cocientes notables
Ahora aprenderemos a hacer reconocimiento por simple inspeccién de al-
gunas expresiones algebraicas especiales que se conocen como productos
notables y cocientes notables.

Las frases “producto notable” y “cociente notable”, en matematicas, se
refieren al resultado de una multiplicacion (producto) o de una divisién (co-
ciente), que se hace con mucha frecuencia

El cuadrado del binomio
Sabemos que un binomio estd compuesto por dos términos, ya sea que se
sumen o que se resten.
Para desarrollar el cuadrado de un binomio, estudiamos dos casos: el cuadra-
do de la suma de dos términos y el cuadrado de la diferencia de dos términos.
136
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El cuadrado de la suma de dos términos
Desarrollemos el caso siguiente:

Nos piden el resultado de (3 + 5)2.

Tema 1 // Operaciones entre polinomios

Lo primero que se nos ocurre es decir que (3 + 5)* = 8 = 64, lo cual es correcto.

Ahora, grafiquemos la operacién (3 + 5)2.

Geométricamente (3 + 5)? es un cuadrado cuyo lado mide (3 + 5) unidades.

f 8
—3 ; 5

11

w

3

ol

(3)(5) 5

El dibujo nos muestra que el area de ese cuadrado esta formada por un cua-
drado de lado 3 unidades, 2 rectangulos, cada uno de lados 3 unidades y 5 uni-

dades, y otro cuadrado de lado 5 unidades.
Numéricamente, lo expresamos asi:

(3 +5)2=32+3)05)+ 3)5) +52=32+2[(3)(5)] + 52

Comprobemos que 32 + 2[(3)(5)] + 52 = 64,

32+ 2[3)5)] +52=9+2[15] +25=9+30+25=9 + 55 = 64.

Ahora, tomemos un cuadrado cuyo lado sea la
suma de dos valores cualesquiera, que no conocemos
y que Ilamaremos a y b. Entonces, tendremos que la
expresion de su area es (a + b)2.

Observando su representacion geométrica, vemos
que el drea del cuadrado de lado (a + b) esta formada por
un cuadrado de lado a, cuya drea es a2 dos rectangulos
de lados a y b cada uno, cuyas areas son ab cada una, y
un cuadrado de lado b, cuya area es b2.

Simbdlicamente escribimos:

(@+b)2=a2+2ab+b?
Esta expresion se conoce con el nombre de
“trinomio cuadrado perfecto”.

F a

ab

ab

b2
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Realizando (a + b)?, tendremos que

(@+b)2=(a+b)a+b).

Aplicando la ley distributiva del producto con
respecto a la suma nos queda:

(@+b)2=(@+b)a+b)

A~

=(a+b) (a+b)
o

=aa+ab+ba+bb=a2+2ab+h?

a2 l 2ab b2

Recordemos que ab = ba, por la propiedad
conmutativa de la multiplicacion.

Otra manera de realizar (a + b)? es

a+b
a+b
a2+ ab
ba + b2

a2+ 2ab +b?

Luego podemos afirmar lo siguiente:

El cuadrado de la suma de dos términos es
igual al cuadrado del primer término,mas dos
veces el primero por el segundo, més el cua-
drado del segundo.

En general: (a + b)? = a? + 2ab + b?

Analicemos el ejercicio siguiente:
Resolver (3x2 + 5)2

Veamos:

(3x2 + 5)2 es de la forma

@+ b2= a2 + 2ab + b2

11 7 ii

Por lo tanto: (3x2 +5)2= (3x2) + 2(3x2 ) + 52,
Luego,
(B3x2+5)2=03x22+ 2(3x?)(5) + 52 = 9x4 + 30x2+ 25
138

El cuadrado de la diferencia de dos términos
Resolvamos la operacién (7 - 4)2.

Légicamente diremos: (7 - 4)2 = (3)2=(3)(3) =9,
lo cual es correcto.

Ahora, grafiquemos la operacién (7 - 4)2.

Geométricamente (7 - 4)2 es el drea del cuadrado,
cuyo lado mide (7 - 4) unidades.

7

4 —
74" |
— 7-4 —
7
El dibujo nos muestra que:
(7-42=72-(7)4) - (7)4) + 42 =72-2[(7)(4)] + 4>

Ya vimos que (7 - 4)>=9, porque (7 - 4)?es 32=9
Comprobemos ahora que 72 - 2[(7)(4)] + 42 =9.

-2[(7)(4)] + 42 =49 - 2[28] + 16
=49-56+16=(49-56)+ 16
—-7+16=16-7=09.

Generalizando, realicemos (a - b)2.

Sabemos que (a - b)? = (a-b)(@-hb)
Aplicando la ley distributiva del producto con
respecto a la suma nos queda:

(@a-b)2=(-b)a-b)

~\

=(a-b)(a-b)
r

=aa-ab-ba-b(-b)=a2

[ U — S——

a2 -2ab l +b2

-2ab + b2

Recordemos que ab = ba, por la propiedad
conmutativa de la multiplicacion.
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jo¥]

T c Otra manera de resolver (a - b)2 es realizando la
. [ multiplicacién de manera vertical:
i b
. 1 a-b
a - a-b
b — a2-ab
(a-b)’ “ba+b?
1 a2 - 2ab +b?
b — a-b —

Luego podemos afirmar lo siguiente:

El cuadrado de la diferencia de dos términos es igual al cuadrado del primer tér-
mino, menos dos veces el primero por el segundo, mas el cuadrado del segundo.

En general: (a - b)? = a? - 2ab + b?

Ahora analicemos el ejercicio siguiente:

Resolver (3x2 - 5)2

Veamos:

(3x2-5)2esdelaforma (a - b)2= a*> - 2ab + b?

111 1 %
Por lo tanto: (3x2 - 5)2=(3x2)2 - 2(3x2)(5) + 52.
Luego, (3x2-5)? = (3x2)?-2(3x3)(5) + 52 = 9x4 - 30x2+ 25
La suma de los cuadrados de dos términos no tiene expresion equivalente.
Analicemos el caso siguiente:
;A qué es igual 62 + 522

Utilizando nuestros conocimientos aritméticos, sabemos que

62 + 52 = (6)(6) + (5)(5) =36 + 25 =61.

f 6 i
- } 5 /
En general: ' _
az+b2=az+b?
es decir que no tiene otra expresion
equivalente. 6 + 5
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La diferencia de los cuadrados de dos términos !
Analicemos el caso siguiente: ;A qué es igual 62 - 52
Sabemos que

62-52=(6)6) - (5)(5)=36-25=11. 6

En la grafica podemos constatar que si a 36 unidades cua-
dradas les quitamos 25 unidades cuadradas nos quedan 11 -
unidades cuadradas (11 cuadritos azules). 1

Generalizando, ya no tomemos las unidades 6 y 5, sino dos valores cuales-
quiera: ay b.
Graficamente realizamos a2 - b

Podemos recortar y trasladar parte del area a2 - b? y observar cémo nos queda:

= a = —————— a+b ———

Ahora, realicemos la multiplicacién (a + b)(a - b).
Podemos efectuar este producto de dos maneras:
Aplicando la ley distributiva tenemos:

(@+b)a-b)=(a+Db)a-b) =3g—ﬂb+bé—§9=a2-b2

W a2 b2
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Otra manera de realizar (a + b)(a—b) es la que sigue:

a+b
a-b
az+
_%_bz
a2 _b2

Como vimos a? - b?, geométricamente, es un
cuadrado de lado a menos otro cuadrado de lado b.

En general, a>- b?>= (a+ b) (a-b).

Los binomios (a + b) y (a - b) se [laman binomios
conjugados.

Los binomios conjugados tienen un término co-
mun que se identifica por llevar el mismo signo,
mientras que los otros términos que llevan signos
contrarios se les conoce como términos simétricos.

Términos comunes

(@+b) (a-b)

Términos simétricos

La diferencia de cuadrados también se puede
expresar de la siguiente manera:

El producto de dos binomios conjugados es
igual al cuadrado del término comiin, menos el
cuadrado del término simétrico.

O también podemos expresarlo como sigue:

La diferencia de los cuadrados de dos tér-

minos es igual a la suma de los términos por
su diferencia:

az-b2=(a+hb)@a-b).

Producto de dos binomios con término comun

Los binomios de la forma (x + m) (x + n), en donde
x es el término comdn y m y n son los términos no
comunes, se les conocen con el nombre de pro-
ducto de binomios con un término comdn:

— x+n —

X+n

nx nm

Geométricamente representemos (X + m) (X + n).

La grafica nos muestra que el drea de la figura es
(x + m)(x + n) y corresponde a la suma de las areas
dentro de él.

Es decir, (x + m) (X + n) = X2 + mx + nx + mn.

Aplicando la ley asociativa de la suma, en los
términos que tienen x, nos queda:

(Xx+m)(x+n)=x2+ (mx + nx) + mn,
de donde se obtiene:
X+m)(xX+n)=x2+x(m+n)+ mn.

Término comun

(X+m) (X+n)

Términos no comunes

En palabras diremos que el producto de dos
binomios con un término en comtin es igual al térmi-
no comtin al cuadrado mas el producto del término
comdin por la suma de los términos no comunes,
mads el producto de los términos no comunes.

Esto es: (x + m) (x + n) = x2+ (m x + nx) + mn.

Capitulo 1. Expresiones algebraicas

Tema 1 // Operaciones entre polinomios

141



Secundaria Activa // Ministerio de Educacion Nacional

Cubo de un binomio
La suma o la diferencia de dos términos, elevada al cubo, se conoce como el
cubo de un binomio.

Si los términos son x y a, se escriben (x + a)*y (x - a)3

Expliquemos el cubo de una suma.

La representacion geométrica de (x + a)3 es, por ejemplo, una caja clbica de
lado (x + a).

Observemos las cajitas que forman la caja cuibica de arista o lado (x + a) y
cuyo volumen es (x + a)3.

Ellas son: 1 caja clbica de lado a, 1 caja clbica de lado b y 3 cajitas de vo-
lumen ax?:

~

Veamos cudl es el resultado de (x + a)3.

x+aP=Kx+ax+ax+a=I[x+a)x+alx+a)=(X+a)Ax+a).
Sabemos que (x + a)? = X2 + 2xa + a2, entonces (x + a) = (x2 + 2xa + a?)(x + a).
Resolviendo esas multiplicaciones tenemos:

X2 + 2xa + a2
X+ a

x3 + 2x2a + xa?
+ x?a + 2xa? + a3

x3 + 3x%a + 3xa2 + a3

Observa que, en este caso, la suma de los exponentes de cada término es 3.
En general:

El cubo de la suma de dos términos o cubo de la suma de un binomio es igual
al cubo del primer término, mas 3 veces el cuadrado del primero por el segundo,

mads 3 veces el primero por el cuadrado del segundo, mas el cubo del segundo.

Simbolicamente: (x + a)3 = x3 + 3x%a + 3xa? + a’.
Siguiendo el proceso anterior, verifica que (x - a)? = x? - 3x%a + 3xa? - a’

Unidad 3. Algebra
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La suma de los cubos de dos términos: a* + b*
Dados dos términos a y b, obtenemos la suma de sus cubos multiplicando
@+ b)@2-ab + b?

Comprobémoslo:
a?-ab +b?

a+b

a3 - a2y+ ab
+ a2 - ab? + b3
a3

+b3

Concluimos que (a + b)(az - ab + b?) = a3 + b?
La diferencia de los cubos de dos términos
Dados dos términos a y b, obtenemos la diferencia de sus cubos multiplicando

(@-b)@%+ab +b?»

Comprobémoslo:

a2 + ab + b2

a -b

a’+ a2 +a
a2 - abh? - b3

a3 - b3

Concluimos que (a - b)(@ + ab + b?) = a3 - b?

Cocientes notables
Los cocientes notables son aquellas divisiones que sin efectuar la operacion,
se pueden escribir por simple inspeccién. Los cocientes notables son cocien-
tes exactos.

Sabemos que la division es la operacion inversa de la multiplicacion.

Con base en los productos notables acabados de estudiar podemos dedu-
cir los cocientes notables.

Recordemos que:

1. @+b2=@+b)@+b)

Como (a + b)2 = (a + b)(a + b), entonces dividiendo entre (a + b) ambos
lados de la igualdad, tenemos:

@+b?  (@+b)a+b) , Luego, (a+b)

@+b) —  (@+b (@+b)

=(a+b)

Capitulo 1. Expresiones algebraicas
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2. Como a2 - b? = (a + b)(a - b), entonces si dividimos entre (a + b) ambos
lados de la igualdad, tenemos:

az-b?  (@+bla-b) | Luego, a2+b? _ (a-b)
@+b) ~  (axb) @b @-

Del mismo modo podemos dividir ambos lados de la igualdad
a?-b?=(a+b)@-b), entre (a-b)y tenemos:

az-b2 (a+b)(9/5) , Luego, a2 - b2 st
(@-by @b TR

3. Sabemos que (a - b)(a? + ab + b?) = a3 - b?.

Dividiendo ambos miembros de la igualdad entre a - b, obtenemos:

(a-b)@2 + ab + b?) 3_p3 , Luego, :
/55< S 8 a2+ab+b? = a-b
37M a-b a-b

O lo que es igual 23 b

—_— 2 2
R a2+ab+b

4. Sabemos que (a + b)(a2 - ab + b?) = a* + b3.

Dividiendo ambos miembros de la igualdad entre a + b, obtenemos:

2. 2 , Luego,
(a/%)((a ab+b?) a4 b3 8 oabaly = 2D
a+b) a+b a0
a’>+ b3
Oloqueesigual 33 p az-ab + b2

Aplicacién

Copia los ejercicios en tu cuaderno, soluciénalos y después compara y co-
menta las soluciones.

1. Completa la tabla

Unidad 3. Algebra
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. Grado Mayor | Ndmero de - , Término
Polinomio y . Coeficiente(s) Parte literal : '
exponente terminos independiente
2xy3 - 5x2 + y4 4 3 2,-5,1 X, Y 0
m-n+4
Bk +t2-i+2

7h4g! + 5f2- 6x + 5

1.3
— J6- —
8 2
-La + b2

2

2. Dados los binomios A = (x + 4) y B = (x - 3), realizar:
a. AB b.A-B c.A+B d. A? e. B

Encuentra el 4rea de cada rectangulo.

a+5 m+3

Resuelve y simplifica:
5. (x-1(x-2)+(x+3)x-5)=
6. (7a+3b) (7a—8b) + (a—b) (a—4b) =
Completa las expresiones que hagan cierta la igualdad:
7. (x- ) X+ ) =x2-4x -21
8.Ba- ) ( -2)=9a2-10a+ 16
9. (2y3 + 3x) ( - ) =4y6 + 2xy3 - 6x2
10. Dados x = % y y= % , calcula el valor numérico de las expresiones:

a. 9x2 - 12y3 - 6xy -6x + 1
b. x3 - 5x2y - 3xy2 - 6y3 145
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Entendemos por...
Incégnita el nimero desconocido en una expresion algebraica, que puede llegar a
conocerse segun las condiciones dadas. Por ejemplo:

¢Cudl es el numero que disminuido en 18 da 25? W - ‘ﬂ — 25

A ese numero desconocido lo llamaremos incdgnita x
X=25+ 18

y plantearemos la expresion: x - 18 = 25.
Al solucionar, veremos que el valor de la incdgnita x es
43, porque 43 -18 =25.

Diversion matematica
Juego de letras
A cada una de las

R PI|SIT/AYS N

Encuentra la suma

de los dfgitOS © 0000000 00
letras de la palabra de la palabra —
“ 3 =10 M-R=6
maestro” le MAESTRO EE | | |
corresponde un nimero [AxsxR=15| [sxo =30]
er.1t.rfeel1yel7. [E+o0 -8] [A+E =5]
Diviértete encontrando
[M+A+E=12] [M+0 =13]

el valor asignado a
cada una, segun las
pistas dadas.

<l B R NN

Tomado de http:/retomania.blogspot.com/2011/06/retos-con-amor.html

Dia a dia

Inventos de ayer, avances de hoy

La vida y obra de Blas o Blaise Pascal es ejemplo de inteligencia,
disciplina y progreso. El nacié en Francia, el 19 de junio de 1623.
Vivid solo 39 afios, pero dejo grandes descubrimientos e inventos
en tan corto tiempo. Sus grandes aportes fueron hechos en
matematicas, fisica, filosofia y literatura francesa.

Entre sus contribuciones sobresalen el disefio y la construccion
de la primera calculadora, llamada Pascalina, y otras calculadoras
mecanicas. Ademas, los aportes como la teoria de las
probabilidades, en geometria el teorema de Pascal y en fisica
investigaciones sobre los liquidos y los gases.

La contribucion de Pascal a la ciencia y la tecnologia, asi como los
aportes de muchos otros antepasados, han permitido los grandes
avances que tenemos hoy dia.

Tomado de http://noticias.universia.es/vida-universitaria/
noticia/2008/06/19/579985/19-junio-1623-nacio-blaise-pas-
cal-matematico-fisico-filosofo-religioso-frances.html
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Tema 2. Factorizacion de polinomios

Indagacion

Vamos a recordar la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma.

Por ejemplo, si queremos resolver 5b2(b + 1), observamos que es una expresion
algebraica compuesta por dos factores, es decir, dos expresiones que se multipli-
can: un monomio y un binomio. Entonces, aplicamos la propiedad distributiva
del producto con respecto a la suma, multiplicando 5b2(b) + 5b%(1), y nos queda:

M

5b2(b + 1) = (5b?)(b) + (5b?)(1) = 5b3 + 5b2.

N\

;Como escribirias la expresion algebraica 5b* + 5b? si te la pidieran en forma

de factores?

Intenta hacer una propuesta de solucion y coméntala con tus companeros.

Conceptualizacion

Revisemos el siguiente resumen de productos y cocientes notables

Productos notables

Cuadrado del binomio

Cocientes Notables

a+b)?
(@a+b)=a’+2ab +b? faxb? (@+bh)
(@-b)2=2a2-2ab +b? (@ +b)
Cubo del binomio 2-b? a2 - b2
(@a+b) =a%+3a%h + 3ab? + b? — = (a+b) —_— (@-b)
a-b) =a’ - 3ath + 3ab? - by @-b) @+b)
Diferencia de cuadrados 4 abib? = a3 - b3
a-b? = (a+b)a-b) a+ab+bs = /T
Diferencia de cubos a3 - b3
a-b*=(a-b)@+ab+b? 5 - az+ab + b2
Suma de cubos a3+ b3
a+b’=(@+b)(@-ab+b? a2-ab+b? = Py

Capitulo 1. Expresiones algebraicas
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Factorizar significa expresar en factores, es decir, expresar en términos o valo-
res que se multipliquen.

El proceso que consiste en encontrar varios niimeros cuyo producto sea igual
a un ndmero dado se conoce con el nombre de factorizacion.

Por ejemplo:

3y 5 son factores de 15, porque (3)(5) = 15.

2 y a son factores de 2a, porque (2)(a) = 2a.

Los factores de 45x2y3 son 45, x2y y3, porque (45)(x?)(y3) = 45x2y3.
También 9x2 y 5y3 son factores de 45x2y3, porque (9x?)(5y3) = 45x2y3

Pero 45x2y3 pueden tener otros factores (expresiones o términos que multipli-
cados den la expresion dada).

En tu cuaderno, completa los factores:

15[ | y [ 1¥* son los factores de 45x2y3, porque (- )( )= 45x2y3.

5X’ ‘/ 3)/’ ‘ y’ ‘y son los factores de 45x2y3, porque ( )( )( )=45x2y3.

Y asi, podriamos seguir buscando mas expresiones que multiplicadas nos die-
ran 45x%y*. Encuentra otras, y compdrtalas con algunos de tus compaferos.

Extraccién del factor coman
Dada una expresion algebraica, observamos las letras que se repiten en sus tér-
minos, si las hay. Y también revisamos si en sus coeficientes hay un maximo
comdun divisor (MCD).
Por ejemplo, en la expresion 6x3 + 3x2 + 9x, la x se repite en cada término y 3 es
el MCD de 6, 3 y 9, entonces 3x es el mayor factor comdn o maximo factor comun.
Ejemplo:

Factorizar 6a* + 36a3 + 60a2, encontrando el maximo factor comun.
Maximo factor comin de 6a* + 36a® + 60a2 es 6a2.
Por lo tanto, 6a2 ( ;2 + ;2 + ;2 ) = 6a* + 36a3 + 60a2.

Nos preguntamos: ;cual valor por 6a2 da 6a*? Respondemos: a2.
;Cual valor por 6a2 da 36a3? Respondemos: 6a.

sCual valor por 6a2 da 60a2? Respondemos: 10.

Luego, 6a%4 + 36a° + 60a% = 6a%(a? + 6a +10).
148
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Factorizacion de trinomios

Hemos estudiado los procesos para encontrar el producto de dos polinomios,
ahora analizaremos el problema inverso: conocido el polinomio, encontre-
mos sus factores.

Si (a + b)? = a% + 2ab + b?, entonces a% + 2ab + b? = (a + b)?, por la propie-
dad simétrica de la igualdad.

El trinomio a2 + 2ab + b?, expresado en factores equivale al producto
(@ + b)(@ + b) que es igual a(a + b)2.

Ejemplo: Expresemos en factores el trinomio 9x2 + 12xy + 4y2.

Soluci6n
Buscamos la raiz cuadrada de los extremos del trinomio 9x2 + 12xy + 4y?2

T T

Raiz cuadrada de los extremos del trinomio —>  (3x) (2y)

Verificamos que el término del centro es 2 por la raiz del primero por la
raiz del segundo: 2(3x)(2y) = 12xy.

Luego, el trinomio 9x2 + 12xy +4y2, factorizado, es (3x + 2y)? y se escribe:
9x2 + 12xy + 4y? = 3x + 2y)%

Igual procedemos con el trinomio de la forma (a - b)2 = a2 - 2ab + b?, te-
niendo cuidado con los signos.

Veamos otro ejemplo: Factorizar el trinomio 4x2 - 12xy + 9y2.
Buscamos la raiz cuadrada de los extremos del trinomio 4x2 - 12xy +9y2

Raiz cuadrada de los extremos del trinomio —> (2x) (3y)

Verificamos que el término del centro es -2 por la raiz del primero por la
raiz del segundo:

-2(2x)(3y) = -12xy.
Luego el trinomio 4x2 - 12xy + 9y2 factorizado es (2x - 3y)? y se escribe:

4x2 - 12xy + 9y2 = (2x - 3y)%

Factorizacion de una diferencia de cuadrados
Recordemos que el producto de la forma (a + b)(a - b) se conoce con el nombre
producto de binomios conjugados y su resultado es una diferencia de cuadrados:

@+ b)@-b) =az-b2

Capitulo 1. Expresiones algebraicas

149



Secundaria Activa // Ministerio de Educacion Nacional

Por la propiedad simétrica de la igualdad, la expresion (a + b)(a - b) = a2 - b2

es equivalente a la expresion a2 - b2 = (a + b)(a - b), de donde se deduce
que la factorizacién de una diferencia de cuadrados es el producto de bino-
mios conjugados.

Ejemplo:

Factorizar x2 - 9.
Buscamos la raiz cuadrada de cada términode x2 - 9
3

Raices cuadradas S X

Como x2 - 9 es de la forma (a + b)(a - b) = a2 — b2, entonces,
x2-9=(x+3)(x-3).

Factorizacion de trinomios de la forma
X2+ (a+b)x+ab
Encontrar dos nimeros que multiplicados den una cantidad x y sumados otra
cantidad y es un calculo especial; una forma de resolverlo es realizando ensa-
yos. Realiza esta actividad en grupo, y verds que te serd de mucha utilidad para
esta sesion.

Recordemos ahora que todo producto de binomios de la forma (x + a)(x
+b), con a # b, recibe el nombre de producto de binomios con un término
comun, donde x es llamado término comin y a y b, términos diferentes.

Términos
Diferentes

(X + a) x+by=x2+@+bx+ab

Término
Comdan

Su resultado corresponde al cuadrado del término comin, mds o menos
la suma algebraica de los términos diferentes multiplicada por el término co-
mun, mas o menos el producto algebraico de los términos diferentes.

Ejemplo:

a. Factorizar x> + 6x + 8

La raiz cuadrada del término x2 es V x2 = x

El término numérico o independiente es 8.

Los factores de 8 son 2 y 4, cuya suma da el coeficiente del término de
primer grado (x).

150
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Entonces, la factorizacion queda asi:
X2

+6x+ 8= (x+2 ) (X + 4)

6=2+4

Luego, la factorizacién pedida es

X2+ 6X+8=(X+2)x+4).

Aplicacién

1. Clasifica, en dos columnas, las siguientes expresiones dependiendo de que si
estan o no factorizadas:

(x+2) (x-2

3
X 2,

)

I\ he ﬂ
(X+2) (X-Z) n
2 6x+9

i
.3
¥ m

Expresion factorizada | Expresion no factorizada
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2. Busca en la columna de la derecha expresion factorizada que le corres-
ponde a cada una de las expresiones de la izquierda:
Completa en tu cuaderno, los términos que faltan.

Expresiones para factorizar Factorizaciones
3x (x+5)-4(x+5) (y+12)(y-12)
y2- 144 (x-4)
(x+T1T)(x-T)+(2x-2) Bx-4)(x+5)
(x-3)P-2(x-3)+1 (x+2)
9x+30x+ 25 (x-1)(x+3)

x(x+4)+4

3. ; ,

a. 64 +48x +9x° = (_+_)

b. x*- = (_+7)(-_)

2

c (3x+_) =__+__ +25
4,

A Bx+_) = +24x+_

b. (0.7 -x)(_+x) =0.49-__
5.

Polinomio | Maximo factor comin | Factorizacion

4a% + 12

15x* + 15x%°

b> +b* + b’

22ab-55ab

357y +28x yP + 21x* y?

Trabaja el término conveniente para obtener trinomios cuadrados perfectos:
152

Unidad 3. Algebra



a. 4 + 20x
b. - 60 xy? + 9x?

a. lx2 +1...
4

b.0.25* 7ab

Tema 2 // Factorizacion de polinomios

Individualmente, factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos. Si

lo deseas, usa tu calculadora:

8.
R S SNSRI
9 12 16
b. 81m*-54m?n? + 9n*=
9.
a. 36a%b? + 24abc + 42 =
b Lo 4 a2, 4 .
420 "0 Y TasY
10.
a. 49y -36 =
b iaz_bzz
16

Entendemos por...

por ejemplo: 3 y 4 son factores de 12, porque

3x4 =12, perotambién2x6=12,1x12=12.

Por tanto, todos los posibles factores de 12 son 1,2, 3, 4,6y 12.
Los factores de un ndmero se llaman también submultiplos de él.

Factores todos aquellos nameros que se multiplican para obtener otro nimero:

Capitulo 1. Expresiones algebraicas
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Diversion matematica

Curiosa propiedad del triangulo de Pascal
Diviértete comprobando este juego de la propiedad del
triangulo de Pascal.

Si completas las 20 primeras filas del triangulo de
Pascal y coloreas las casillas usando distintos colores
para los nimeros pares e impares, observaras una
estructura regular que recuerda el famoso fractal del
triangulo de Sierpinski; aquel fractal que conaciste en
cursos anteriores.

Si aumentas paulatinamente el nimero de filas
conservando el tamafio externo del triangulo de Pascal,
el parecido se hace mas patente y podras convencerte
de que los sucesivos triangulos de Pascal coloreados y
con un ndmero de filas cada vez mayor se aproximan
(convergen) mas al triangulo de Sierpinski.

Tomado de http://www.iesmarquesdesantillana.org/
departamentos/matem/tripasca.htm

Dia a dia

Las cajas registradoras computarizadas

Los negocios van desde una pequefia tienda de
abarrotes hasta las grandes cadenas de supermercados.
Hoy en dia, existen cajas registradoras que se
conectan a una computadora y envian la informacion
electrénicamente.

Las necesidades de mayor y mejor informacion
crecieron con el tiempo y entonces surgieron los
programas o software para computadora.

Ademas, los lectores de cddigo de barras hacen que la
operacion sea mas rapida y sin errores.

También existen las terminales portatiles con lector
integrado de cddigo de barras, que han hecho que

el levantamiento de inventarios se pueda hacer mas
frecuentemente, de manera totalmente automatica y
en una fraccion de tiempo muchisimo menor y con una
exactitud casi perfecta, que la que representa hacer un
inventario a mano.

Los componentes necesarios son computadora,
impresora de tickets, gaveta de dinero, display o visor,
impresora de ticket o tiquetera, lector de codigo de
barras, terminal portatil de captura, bascula o balanza.

Tomado de: http:/sistemasypuntodeventa.blogspot.
com/2011/08/caja-registradora-y-punto-de-venta.html
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Al estudiarlo aprendi:

* A encontrar el valor numérico de una expre-
sion algebraica.

e Lla importancia de la ley distributiva del pro-
ducto con respecto a la adicién o suma y su
proceso contrario.

* A factorizar un polinomio.

Conectémonos con
La Educacion

La educaciéon secundaria a distancia en las
zonas rurales en Latinoamérica
“Educacion a Distancia” es el término usado
para la instruccién que se suministra mediante
tecnologias tales como la radio, la television,
la computadora y la Internet, con el apoyo de
material impreso.

El aprendiz se encuentra a distancia del profe-
sor durante el proceso de ensefianza-aprendizaje.

El propésito es dar la oportunidad a todos
aquellos que desean estudiar, cubriendo todo
el pais, aun en lugares remotos. Por tanto, los
gobiernos de los paises en vias de desarrollo
han venido implementado estrategias para in-
troducir la educacién a distancia y promover la
educacion en areas rurales.

En el caso de Latinoamérica, donde un
gran nimero de personas vive en
lugares aislados en areas ru-

rales pobres, los proyec- —_— >
§12
=~
y

tos de educacion se han
introducido para dar
oportunidad a todos los \

* A plantear problemas que requieren la solu-
cién de un polinomio.
* A reconocer un polinomio factorizado.

ninos rurales, a fin de que puedan completar
sus estudios. Los proyectos son administrados
por los gobiernos de cada pais y se les deno-
mina Telesecundaria o Educacion a Distancia
Rural. No obstante, estos proyectos necesitan
del apoyo de organizaciones internacionales,
debido a las grandes inversiones que se de-
ben realizar. Por ejemplo, cada vez es mayor
el nimero paises que solicitan ayuda finan-
ciera al Banco Mundial para la tecnologia de
las telecomunicaciones de los proyectos; enti-
dad que manifiesta que este movimiento se ira
incrementando rapidamente en los préximos
cinco a diez anos.

Existen bastantes proyectos de educacién a
distancia en América Latina, incluso dirigidos
también a los adultos.

Tomado de: http://www.uned.es/catedraunesco-ead/
publicued/pbc01/secundaria.htm
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Capitulo 2

Fracciones algebraicas
y funciones

En este capitulo estudiaremos las fracciones algebraicas y las graficas de
las funciones.

Las fracciones algebraicas son las expresiones que se pueden escribir como
el cociente de dos polinomios. También suelen [lamarse expresiones racionales.

El trabajo con fracciones algebraicas te resultara familiar, puesto que has
trabajado con ndmeros fraccionarios y ademas con expresiones algebraicas.

Las funciones son representaciones matematicas muy potentes, para ex-
presar fendmenos de cambio o variacién. Estudiaremos, entonces, diferentes
tipos de funciones como son las lineales, las cuadréticas, las exponenciales y
las polinémicas.

de

( Fracciones ) ( Funciones )
| I

Cumplen los mismos procedimientos Se efectian entre conjuntos
de las fracciones aritméticas |

| se representan en el plano
pueden cartesiano en forma

| —( Linea
I |
( Simplificarse ) ( Operarse ) _( Cuadratica
—— Exponencial
—( Logaritmica
—{ Polindmica

o U U U I

156

Unidad 3. Algebra



Tema 1.
Fracciones algebraicas,
equivalencia y simplificacion

Conceptualizacion

Félix se encuentra buscando solucién a algu-
nas situaciones:

. ., 8 . L.
1. Sila fraccion — es equivalente a la fraccion
m

24 scudles el valor de m?

—_ ¢

21

Recordemos las clases de equivalencia de un nime-
ro racional, que estudiamos en los cursos anteriores.

Por ejemplo, 12 3 4 eslaclase de

9" 18" 27" 36

: : 1
equivalencia de 35’ porque:

1.2 3 4 . . A1 . . .
—=—=—=—=_.., es decir, las fracciones Félix esta seguro de que la solucién consiste en
9 18 27 36 igualar las razones y aplicar la ley fundamental de
1 9 3 24 las Ig)roporciongs.. s o4 .
- =, =, — .. or tanto, dice: © = £7 y aplicando la ley
9 18 27 36 m 21
son equivalentes. fundamental de las proporciones tengo:
En tu cuaderno, escribe algunas fracciones 8- 24
m 21
equivalentes a 3
5 Producto de medios = producto de extremos,
Ahora, juega con otro compaiiero asi: td le dirds  luego puedo decir que 24m =8(21).
una fracciéon que puede ser positiva o negativa y Resolviendo, me queda
tu companero escribird 5 fracciones equivalentes 1 v
a esa fraccion. Después, tu compafero dird una
fraccion (positiva o negativa) y tG dards 5 fraccio- m = @ _ ?i\ -7
nes equivalentes a ella. Podran realizar el proceso 4 3
varias veces, y ganard quien lo haga correctamente 3 1
en el menor tiempo posible. 157
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Félix encontr6 que m = 7'y decide comprobarlo:

5i 8 es equivalente ﬁ, significa que 8_24 y como m = 7, entonces
m 21 m 21
quedaria 8-24,
7 1
8 24

Lo cual es cierto si amplifico por 3 a — o si simplifico por 3 a =— o si multi-

plico medios y extremos.

7a’h

2. Ahora, busquemos fracciones equivalentes a
2b*a

Sabemos que las fracciones equivalentes se forman por amplificacion o
por simplificacién.
3

Entonces, fracciones equivalentes a por amplificacion seria por ejemplo:

b’a
7a’b _ 7a’h-2 14a’b

20%a 2b%a-2  4b%a

b

7a’db  71a’b-5  35a’b

20%a  2b%a-5  10b%a

9

7a’b 7a°b-9 63a’b

20%a  2b%a-9  18ha’

7a’ _ 14a’b _ 35a°b _ 63a’b
2b’a 4b’a 10b’a 18b’a

3

Por tanto, obtenemos que

Fracciones equivalentes a por simplificacién seria:

2b%a

Dividiendo numerador y denominador entre a tenemos:

2

a
7gzb 3 7a’b 7a’b 7a*b
2

= —— , entonces es equivalente a
264 20
1

. . 7Cl3b 7a2b
o también decimos: — =
2b%a 25
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Y dividiendo numerador y denominador entre b, tenemos:

1
2 2 5 2 3 2
/a % _Ja Luego, 7a’b es equivalente a za” o también decimos: ‘a b:7i
28 2b 2 2 2b%a 2b
b
7 3 2 2 2
Por tanto, si azb es equivalente a 7a’b y 7ah es equivalente a /& , entonces por transitividad
b'a 26 2B 2b
7a’b : 7a’ L 7ah . L 7d
— es equivalente a — . Luego, la fraccién —— , simplificada en su minima expresion, es —
b'a 2 b'a 2
3 2
Es decir que 7a2b _
2ba  2b

En este capitulo, nos interesa especialmente la simplificacion de fracciones.

2

. o . . L . 4a i
3. Nos piden simplificar a su minima expresion la fraccién algebraica <0 Analicémosla.
a

Solucion 4a> 4aa

8a (2)(4)a

Simplificando nos queda:

4a2_ ﬂ/y/a _g_l

8¢ @Q@d 2 2"

Concluimos que:

e La simplificacion de fracciones algebraicas se realiza aplicando, correcta-
mente, las leyes de los exponentes y las propiedades de las operaciones
con nimeros fraccionarios.

e En todos los casos, se considera que la expresion que figura como divisor
representa un nimero distinto de cero.

e Simplificar una fraccién comun es transformarla en otra equivalente que tenga
sus términos mds sencillos.

* La simplificacién de una fraccién comdn es posible si su numerador y de-
nominador son divisibles entre un mismo ndmero.

Las fracciones algebraicas son las expresiones que se pueden escribir
como el cociente de dos polinomios.
También suelen llamarse expresiones racionales.
159
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Operaciones entre fracciones algebraicas
Las operaciones que se realizan entre fracciones algebraicas tienen el mismo
tratamiento que las que se realizan entre nimeros fraccionarios o racionales.

Adicion de fracciones algebraicas
Recordemos la suma de fracciones que aprendimos en los cursos anteriores.
;Cémo sumamos fracciones de diferente denominador?

. .7 8 . :
Por ejemplo, para realizar g + = ,convertimos las fracciones dadas en frac-

ciones equivalentes con igual denominador, buscando el minimo comdin
mdltiplo (m. c. m.) de los denominadores:

6 15 |2
3 15 |3
1 515
1 1

Elm.c.m.deb6y15es2x3x5=30
17

8 _7x5 8x2 _ 35 16 _ 35+16 51 17

= == = 4+ — == - =Z_ =
15 6x5 15x2 30 30 30 }(f 10
10

7
—+
6

La fraccion ;—(1) simplificada por 3 da ¥

7 8 51 17
Luego, —4+— = =

6 15 30 10

El mismo procedimiento se aplica a la adicién de fracciones algebraicas,
pues siempre se debe tener igual comin denominador.
Resolvamos las adiciones siguientes de fracciones algebraicas:

1. 2X by
Xy Xy

Observamos que las dos fracciones algebraicas tienen igual denominador
X -y, por tanto el resultado es la fraccién cuyo numerador es la suma 2x + 6y:

2x by  2x+6y
xy T Xy T Ty

160
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2. 7a-3 2a+8

b+c b+c

En este caso se tiene en el numerador una resta de polinomios y se tiene
igual denominador.

Hemos visto que toda resta de racionales o de enteros se convierte en
suma del negativo (opuesto o inverso aditivo), esto es, en lugar de restar el
polinomio del segundo numerador, se suma su inverso aditivo. Y queda asi:

7a-3 2a+8 _ (7a-3)-(2a+8) _ (7a -3)+ [[(2a+8)]
b+c b+c b+c B htc

(7a-3)+[-2a-8] 7a-3-2a-8  (7a-2a)(-3-8) _ba-11

b+c b+c B b+c ~ b+c

5a 2b
+
8a’h’ 6a’h

Se trata de una adicién con fracciones de diferente denominador, y para
efectuarla es necesario buscar un denominador comun.

Existe infinidad de denominadores comunes. Buscamos el minimo comdn
mdltiplo de los coeficientes 8 y 6, Asi:

6
3
1

Elm.c.cm.de8y6es2x3x2x2=23x3=24

oA A~
N N W DN

En la parte literal, la mayor potencia de a es 4, esto es, a* y la mayor poten-
ciade b es 3, esto es, b’.
Entonces, amplificamos las fracciones, respectivamente asi:

(5a)(3) N (2b)(4)  15a . 8  15a+8b
(8a’bh*)(3a%) (6a’b)(4b*)  24a’*B® 244°b® 244D’

Multiplicacion y division de fracciones algebraicas
En las fracciones algebraicas se aplica el mismo procedimiento de la multi-
plicacién y la divisién de las fracciones que se han estudiado en los cursos
anteriores.

Analicemos los siguientes problemas:

Capitulo 2. Fracciones algebraicas y funciones
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>

1. Un tanque cuya capacidad es de 20 litros con-
, 3 :
tiene agua hasta los 2 de su capacidad.

- 2
Durante la noche se utilizaron los T del liquido.
a. ;Cuantos litros tenia inicialmente?
b. ;Qué parte de la capacidad del tanque re-
presenta el agua utilizada durante la noche?

c. ;Cuantos litros se utilizaron durante la noche?
Expliquemos la solucién:

a. Al tanque le caben 20 litros y esta en los 2

de su capacidad, lo cual significa que ini-
cialmente tenfa:

2o - G)(E) -2 -1

Luego, inicialmente tenia 15 litros.

b) Durante la noche se utilizé:

3
()G - %7
10

3
Asi que durante la noche se utilizaron 10 de la
capacidad del tanque. 0

c) Los litros de agua utilizada durante la noche
son iguales a:

66,

01

No olvidemos que la multiplicacion de fraccio-
nes comunes se obtiene multiplicando entre si los
numeradores y los denominadores, dando como

resultado otra fraccién comdn formada por los
productos obtenidos.

%(20)

De la misma forma, el producto de dos fracciones
algebraicas es también una fraccion algebraica, cuyo
numerador corresponde al producto de los nume-
radores y el denominador corresponde al producto
de los denominadores de las fracciones propues-
tas, y también se puede simplificar a su minima
expresion.

Sigamos el procedimiento anterior para multi-
plicar las fracciones, con el ejercicio siguiente:

2. ( x2-3x)(2x-15) B
-3x+10/ \ x*- 1

Aplicamos la propiedad distributiva del produc-
to con respecto a la suma:

(x* - 3x)(2x - 15)
(-3x+10)(x2 - 1)

(x*)(2x - 15) -3x(2x - 15)
(-3x)(x*- 1) +10(x*- 1)

(2x7 - 15x?) - (6x* +45x)
(-3x* +3x) +(10x*- 10)

2x% - 15x% - 6x° - 45x
-3x> +3x+10x% - 10

2x% - 21x% - 45x
-3x° +10x% +13x - 10
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3. Con un botellén que contiene 1z litro de locion, se llenan frascos de 2 litro.

. . 2 . .,
;Cudntos frascos se podran llenar 15 litro de la locién?

Solucién
. . 2 . . 2 .
El botellén contiene 1— litro y para saber cudntos frascos de E litro se

pueden llenar, hacemos la division:

2 2
1= entre =
3 6

2 2 ( 2) 2 (3 2\ 2 5 2
12:2= (142 )22 (242£):222.2
376 3/ 6 \3 3)/°6 36

Como dividir una fraccién entre otra es multiplicar a la primera fraccion
por la fraccién inversa de la segunda, entonces tenemos:

5.2_56 _30 _

i = X— =

36 32 6

2. iy 2 .
Entonces, con 15 litro de locién se llenan 5 frascos de ‘ litro.

Comprobacion: 5xg - 10
6 6
Simplificando por 2 tenemos: 10 _>5_ §+Z = 1%
6 3 3 3 3
4. Realicemos la division 6x7y’ - 2xy
4xy’ X’y

Como entre fracciones, dividir es multiplicar por el inverso, entonces:

6x’y’  2xy _ 6x’y’ szy _ (6"2)’3)("2)’) _ exty*
axy’ X’y dxyt 2xy (4xy2)(2xy) 8x*y’

3x%y
Simplificando la fraccién, tenemos ~ 6x*y* [{)(4}/

8y By
4

Capitulo 2. Fracciones algebraicas y funciones

163



Secundaria Activa // Ministerio de Educacion Nacional

Aplicacion

Resuelve los ejercicios siguiente y compara con al-
gunos companeros.

1. Una lata de arvejas tiene en su etiqueta la
: L : 1 :
informacién de que tiene 3— porciones y que
2
. 1
cada porcion es de 5 tasa.

;Cuantas tasas de arvejas con-
tiene la lata?

4
2. José gasto los E de los E de sus ahorros que
eran $800,000. ;Con cuanto dinero quedd?
3. Una finca fue parcelada asi: la mitad para
L2 . .
cultivos, 3 del resto para crianza de animales
y el lote que qued? se dej6 para vivienda. Si la finca

tiene un area de 9,000 metros cuadrados, jcuantos
m? se dispusieron para cada distribucién?

164

4. Camila tiene 3 piezas o madejas de cinta
de colores. v
;Cudntos pedazos de cinta de tamafio 10 de

metro pueden reunir si cada madeja que tiene
Camila corresponde

a 12l metros?
5

5. Calcula en metros el perimetro del rectangulo

. 3 .
si el ancho es 245 cm mads corto que el largo.

6. Tofo debe calcular el perimetro del tridngulo
1 1
rectangulo de 7§ dm de altura'y 255 cm

de base. Después Tono calculard su drea.
Ayudémosle a Tofio a realizar estos célculos.
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7. Verifica que las fracciones siguientes sean equivalentes:

a. 3x . 6x b. 4m’ ., 20n7
2a 4a 2x 10x

. Xy 4x° d. 5a(x+y) y 5(x+y)
e e

8. Simplifica hasta su minima expresion:

a. 4a? b. 45mn c. 75wZy4
16a'b 60m 100xyw

d. 12x% €. 16abc f. x2.9
8xy 56axy x+3

9. Completa las operaciones siguientes:

a. 7d b’ . 8’ b’ _ N
2ab 2ab 2ab
b. 2 2
3x+2y+2x-5y+3:( )+ ( )
2xy 2xy 2xy B
8wix'-6  4wi3zw’+8 _ ( )+ ( )
4wx 4wx 4wx

10.  Simplificar:

a. [x*- 9x+81] [x*- 2x -15 b. (28y- 7)(7y+5x)
x> -3x-10 x*-1 15x 9y’
© X204y x4y d. x-y . x-y

Capitulo 2. Fracciones algebraicas y funciones
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Entendemos por...

Expresion algebraica una combinacion de letras, nimeros y signos de operaciones.Las
letras suelen representar cantidades desconocidas y se denominan variables o incognitas.
Las expresiones algebraicas nos permiten traducir al lenguaje matematico expresiones del
lenguaje habitual. Por ejemplo: Expresa el perimetro y el area de un terreno rectangular.

Tomado de http://maralboran.org/wikipedia/index.php/Expresiones_algebraicas

Diversion matematica
Diviértete, calculando los valores a y 4 de manera que cada fila, columna y diagonal
tengan la misma suma.

Dia a dia

Geometria de nuestro siglo

La geometria surgi para el hombre como una necesidad, con el objetivo de medir la tierra.
Posteriormente olvidd, como tantas otras ciencias, sus origenes.

Hizo uso desde un principio de la intuicion y el razonamiento y progreso durante siglos
incursionando otras ciencias.

Investigo ademas la medida y la forma del Universo, pero siempre pensando en un
Universo estable y ordenado, aprehensible mediante la intuicion, previsible y racional.

En nuestro siglo la idea del Universo fue cambiando: la Geometria Clasica no es capaz de
dar respuesta a un universo en el que tiene cabida el caos, el azar, en el que se combina lo
infinitamente pequefo y lo infinitamente grande: las particulas elementales y el cosmos.
Aparecieron otras Geometrias (u otras ramas de la Geometria), que reconvirtieron a esta
ciencia en el estudio de las ciencias de la realidad y en el arte, entre el orden y el caos.

Tomado de http://www.oni.escuelas.edu.ar/olimpi99/fractales/principal.htm
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Tema 2.
Graficas de funciones lineal, cuadratica,
exponencial, logaritmica y polinomica

Indagacion
Recordemos las proporciones

Gumersinda prepara un bizcocho de chocolate para 6
personas (una porcién para cada una). Cada porcién
contiene las cantidades de ingredientes siguientes:

150 gramos de mantequilla
225 gramos de azdcar

250 gramos de harina

7 barritas de chocolate

6 claras

6 yemas

1 cucharadita de vainilla

Preparacion:

Batir la mantequilla con el azicar hasta que esté cremosa. Agregar las
yemas de una en una batiendo bien. Después, rayar el chocolate por la
parte gruesa del rayador. Incorporar luego la harina. Finalmente, con las
claras batidas a nieve y la vainilla, se deposita la preparacién en un molde
engrasado. Se deja en el horno, entre 50 y 55 minutos a calor moderado.
;Suena delicioso no?

Copia en tu cuaderno la lista de ingredientes y las cantidades correspon-
dientes y responde:

;Cudles serian las cantidades necesarias para que Gumersinda prepare el
bizcocho de chocolate?, para:

a. 3 porciones
b. 9 porciones
c. 15 porciones

d. 12 porciones

Resuélvelo con dos o tres compafieros y compara con otros grupos.
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Conceptualizacién

Una vez has realizado y comparado tus célculos, completa la tabla
siguiente, en tu cuaderno:

N.° Porciones | Mantequilla |  Azicar Harina | Chocolate |  Huevos Vainilla
6 150g 225g 250g 7 barritas 6 1 cucharadita
9
12
15

Ahora, fijate que si cambia el nimero de porciones, cambia también, en la
misma proporcion, la cantidad de cada ingrediente.

Entonces decimos que la cantidad de ingredientes esta en funcién del nu-
mero de porciones. En general: f(porciones) = gramos de mantequilla.

Sea x el nimero de porciones, f(x) = gramos de mantequilla. Asi:

;Cudntos gramos de mantequilla seran necesarios para 1 porcién?

Veamos:

Si para 6 porciones se necesitan 150 g de mantequilla, entonces para 3
porciones se necesitaran 75 g, porque 3 es la mitad de 6 y 75 es la mitad de
150.Y para 1 porcion se necesitaran 25 g, porque 1 es la tercera parte de 3,
asi como 25 es la tercera parte de 75.

En general, f(x) = 25x, porque:

six =1, entonces f(1) = 25(1) = 25 (para 1 porcién, 25g de mantequilla);

si x = 3, entonces, f(3) = 25(3) = 75 (para 3 porciones, 75g de mantequilla);
si x = 6, entonces, f(6) = 25(6) = 150 (para 6 porciones, 150g de mantequilla).

Ahora, llamemos h(x) a los gramos de aztcar, segun la tabla anterior, h(6) = 225.
Calculemos:

h(3) = 112.5, porque 3 es la mitad de 6 y 112.5 es la mitad de 225;
h(1) = 37.5, porque 1 es un tercio de 3 y 37.5 es un tercio de 112.5.

En general h(x) = 37.5x.

168

Unidad 3. Algebra



Tema 2 // Graficas de funciones lineal, cuadratica, exponencial, logaritmica y polindmica

Porque:
h(1) = (37.5)(1) = 37.5;
h(2) =(37.5)2) = 75;
h(3) =(37.5)(3) = 112.5;
h(4) = (37.5)(4) = 150;
h(5) = (37.5)(5) = 187.5;
h(6) = (37.5)(6) = 225

Asi podemos hacer con los demas ingredientes,
por ejemplo, podemos Ilamar:

k(x) = gramos de harina
t(x) = barritas de chocolate
j(x) = nimero de huevos

p(x) = cucharaditas de vainilla

y luego encontrar la cantidad de cada ingre-
diente segtln el nimero de porciones.
Decimos, entonces, que

Un valor esta en funcion de otro si el valor del
primero depende del valor del segundo.

Por ejemplo, sabemos que la longitud de una
circunferencia depende de la longitud de su radio.

Asignémosle la letra x a la medida del radio y la
letra y a la longitud de la circunferencia.

Se puede observar que siempre que cambia el
valor de x cambia el valor de y, entonces decimos
que la longitud de una circunferencia (y) estd en
funcién de la longitud de su radio (x).

Simbodlicamente: y = f(x) = 2nx.

Un simbolo o literal que representa un valor es-
pecifico recibe el nombre de constante.

Un literal o simbolo que puede adquirir dife-
rentes valores recibe el nombre de variable.

Asi, en la expresién anterior, n solo puede to-
mar un valor Unico (3.1416...), por lo tanto es
constante, como también lo es 2.

En cambio, la medida del radio varia indepen-
dientemente en cada circunferencia y su longitud
también cambia, pues depende de la medida que
adquiera el radio. Por tanto, radio (x) y longitud de
circunferencia (y) son variables.

En este caso, el radio (x) se [lama variable indepen-
dientemente y como la longitud de la circunferencia
depende del valor del radio, entonces la longitud de
la circunferencia (y) se [lama variable dependiente.

Esto es:

e Si el radio es 1 cm, la longitud de la circunfe-
rencia es 2n(1 cm) = 6.2832 cm.

* Si el radio es 5 cm, la longitud de la circunfe-
rencia es 2n(5 cm) = 31.416 cm.

e Siel radio es 10 cm, la longitud de la circunfe-
rencia es 2nt(10 cm) = 62.832 cm.

Lo anterior también puede representarse asi:

2(3.1416)

Tcm > 6.2832cm
2(3.1416)

5cm > 31.416cm
2(3.1416)

10cm > 62.832cm

Asi, de acuerdo con los valores que adquiere x
(variable independiente), variard el valor de y (va-
riable dependiente), y se formardn con cada pareja
correspondiente (x, y) o (x, f(x)) que son los pares
ordenados o coordenadas de la grafica.

Los datos de x y de y se pueden agrupar en una
tabla, que puede ser horizontal o vertical, anotan-
do en el primer renglén los valores de x y en el
segundo los dey.

Por ejemplo, para la funcién y = 2nx construi-
mos la tabla ya sea vertical u horizontal.

Tabla vertical

X | y | Coordenadas (x, y)
1 6.2832 (1, 6.2832)

5 31.416 (5,31.416)
10 62.832 (10, 62.832)
15 94.248 (15, 94.248)
20 125.664 (20, 125.664)

Tabla horizontal

y=2nx|6.2832 |31.416| 62.832 | 94.248 | 125.664
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Estos datos pueden representarse en forma grafica, localizando en el plano
cartesiano los pares ordenados y uniendo dichos puntos, asi:

y =2mX
®Bs -
120 =~
110 ==
100 ==
90 —_— ___________________________
80 -1
70 1+
60 —_— _________________
50 =1
40 -1
30 =777
20 -1

10 +

10 12 14 16 18 20

A\
x

D e
00 e

Esta es la representacion grafica de la funcion y = 2nix o puede escribirse
como f(x) = 2mx.

Otro ejemplo:

Representemos en el plano cartesiano la funcién y = -2x + 3.

Para realizar la tabulacion, se dan valores arbitrarios a x que es la va-
riable independiente y seglin esos valores, se obtendran los de y que es la
variable dependiente.

Si x =0, entonces y = f(0) = -2(0) + 3 = 3.
Six=-1,entoncesy =1(-1) =-2(-1) +3 =2 +3 = 5.
Six=1,entoncesy =f(1)=-2(1)+3=-2+3 =1.
Six =2, entonces y =f(2) =

Six=-2,entoncesy =1(-2) =-2(-2)+3=4+3=7.
Six =3, entoncesy =f(3)=-23)+3 =-6 +3 =-3.

202)+3=-4+3=-1.

Resumiendo, tenemos la tabulacién:
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y=-2x+3

N W A U1 NN O® O

A

e W

Una funcion puede ser de primero, segundo, tercero u otro grado, de
acuerdo con el mayor exponente que tenga x en la ecuacion, y la representa-
cion grafica de cada una de ellas tendra caracteristicas particulares.

A las funciones cuya grafica es una linea recta se le denomina funciones
de grafica lineal.

Analicemos ahora la funcion “el doble de”. Simbdlicamente, escribiremos
y = f(x) = 2x.

La variable independiente es x, entonces le damos los valores que quera-
mos y obtendremos siempre el doble del valor dado:

X —»f(x) = 2x

Capitulo 2. Fracciones algebraicas y funciones
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Anotamos los valores en una tabla asi:

f(x) -4 -2 0 2 4

Representamos esas parejas en el plano cartesiano:

A

L= o N W b
]
]
h

[NCYE
Y
X

F
'
w
e =

Y

Podemos realizar el proceso contrario, nos dan
una grafica, en el plano cartesiano, para que identifi-
quemos la localizacion de algunos puntos.

Por ejemplo, dada la gréfica, identifiquemos los
puntosA, B, C,D, EyF

Soluci6n

Tomemos el punto A.

Buscamos la coordenada en x a través del segmen-
to vertical entrecortado que va desde el punto A hasta
1 en el eje de las x, después buscamos la coordenada
en y, por el segmento horizontal entrecortado que va
desde el punto A hasta -3 en el eje y.

A

[l
)
l
e ey N W AW

Por tanto, las coordenadas del punto A son (1, -3)
y las coordenadas de los demas puntos son:

B(O, -2); C(-2,0); D(-3,1); E(-5,3); F(-6,4).
Comprueba sobre la gréfica que esas coordena-

das corresponden a esos puntos.

Familias de rectas

Recordemos que toda ecuacién lineal o de primer gra-

do con dos variables tiene por gréfica una linea recta.
Vamos a graficar dos familias de rectas de la forma

y = mx + b: una familia de rectas que tiene el mismo

coeficiente de x(m) y otra familia de rectas que tie-

ne el mismo término independiente (b).

1. Familia de rectas de la forma 'y = mx + b, que
tiene el mismo coeficiente de x(m).

Por ejemplo, grafiquemos el conjunto de rectas

y = 2x - 1
= 2X +2
y = 2x +4

Para realizar las construcciones, es necesario
dar valores a x (variable independiente) y encon-
trar los valores correspondientes a y (variable de-
pendiente), como sigue:

y=2x-1 y= 2Xx+2 y= 2x+4

-4 9 -4 6 -4 -4
2 5 2 -2 2 -0
0 -1 0 +2 0 4
2 3 2 6 2 8

Las graficamos en el mismo plano cartesiano:
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2x + 4

2. Familia de rectas de la forma y = mx + b, que tiene el mismo término
independiente (b).
Por ejemplo:

2x - 3
4x - 3
ox - 4

y
y
y

Para construir su gréfica, es necesario dar valo-
res a x (variable independiente) y encontrar los va-
lores correspondientes a y (variable dependiente),

= N W e O N

como sigue:
9 -8 7 -6 5 -4 3 2 -

y=2x-3 y=4x-3 y= 6x-3 N
-4
s
3 -9 -1 -7 -1 -9 N
0 3 0 3 0 3 :
2 1 1 1 1 3 o

6 9 3 9 2 9
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Ahora se observa un comportamiento diferente en estas gréficas, ya que se
cortan o intersecan en un punto determinado.

;Qué las hace tener ese punto en comin?

El término b tiene un valor constante en las tres ecuaciones (b = -3).

Esto quiere decir que cuando en la familia de rectas de la forma'y = mx + b se
tiene un mismo valor para b, las rectas que se obtienen se cortan en el punto (0, b).

De acuerdo con los ejemplos anteriores se puede concluir, entonces, que el
comportamiento de una familia de graficas que corresponde a la forma

y = mx + b, se resume de la siguiente forma:

1. Cuando la variable independiente x tenga un coeficiente constate (m),
las rectas que se obtienen en la grafica seran siempre paralelas entre si.

2. Cuando el término independiente b tenga un valor constante, las rec-
tas que se obtienen en la grdfica se cortaran en un punto.

Funcidn cuadratica
Vamos a graficar la funcién y = x2. y

Como la variable x es independiente, entonces 4
le damos los valores que queramos vy el valor de
y serd el cuadrado de cada valor que le vamos
dando a x.

Asi: si x =0, entonces y = x> = 0 = 0.

Six=-1,entoncesy =x?> = (-1?2 = (-1)(-1) = 1.

Del mismo modo comprueba los valores
de la tabla:

La funcion cuadratica y = x* es una pardbola
que se abre hacia arriba y tiene el vértice en el
punto (0, 0) que es el origen del plano cartesiano.

Aunque existen otras parabolas que no tienen
su vértice en el origen del plano cartesiano, como
por ejemplo, la representaciéon de y = x* - 3.

174 A
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Six=-2, y=(22-3=4-3=1 —> | -2 1 —>  (2,1)
Six=-1, y=(12-3=1-3=2 —> | -1 -2 —>  (-1,-2)
Six=0, y=(07-3=0-3=-3 —> 0 -3 —> (0, -3)
Six=1, y=(1?-3=1-3=2 —> 1 -2 —  (1,-2)
Six=2, y=022-3=4-3=1 —> 2 1 — 2,1

Observa que la gréfica de la funcién y = x2 - 3 tiene la variable x elevada
a la 2, es una pardbola y corta al eje de la y en -3, es decir, su vértice es el
punto (0;-3).

N W A~ U1 N O ©
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Damos valores a x y buscamos el valor de vy, luego elaboramos la tabla y

graficamos en el plano cartesiano:

Funcién exponencial

En un comienzo, los exponentes se introdujeron para indicar un método corto
que mostrara el producto de varios factores semejantes y solo se consideraron
exponentes naturales.

La funcién exponencial se presenta en los fenémenos observables, tales
como la reproduccién de una colonia de bacterias, la desintegracién de una
sustancia radiactiva, algunos crecimientos demogréficos, la inflacién, la ca-
pitalizacién de un dinero colocado a interés compuesto, etc.

La funciény = g (x) = 2* es una nueva funcién llamada funcién exponen-
cial, en la cual el valor que va cambiando es el exponente x.

Se trata de una funcién con una base constante, en este caso 2, elevada
a una variable x.

fX) | 1/8 | 1/4 | 1/2 1 2 4 8

La tabla siguiente muestra algunos valores para la funcién de base dos:
g (x) =2

Para graficar esta funcién, localizamos estos puntos en un plano cartesia-
no, uniéndolos con una curva.

25 + glv = 2"

05 =+

Funcién logaritmica
La funcién logaritmica en base a es la funcién inversa de la exponencial en
base a.
Por lo tanto, si en la funcién exponencial graficamos g(x) = 2%, en la fun-
cién logaritmica graficamos la inversa de ella.
176 Llamemos f(x) a la funcion inversa de g(x) = 2*, esto es, f (x) = log x.
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x |18 1412 ] 1| 2 4 8
f(x) -3 -2 -1 0 1 2 3

f(x) = log,x

A

4 -

Y

Funcién polinbmica
Las funciones polinémicas pueden ser de primer grado, segundo grado o mas
segln tenga una variable elevada ala 1, a la 2 o més.

Anteriormente hemos graficado funciones lineales, cuadraticas, exponencia-
les y logaritmicas.

Ya conoces el proceso de tabular y graficar en el plano cartesiano.
Por ejemplo:

y = 5X + 3 es una funcién polinémica de primer grado cuya representacion
grafica es una recta.

y =-2x* + x - 1 es una funcién polinémica de segundo grado cuya represen-
tacion grafica es una parabola.

Como ejercicio, grafica en tu cuaderno las funciones polinémicas y = 5x + 3
y y=-2x*+x-1.
Para lo cual, das valores a x como variable independiente y deduces los va-
lores de'y.
Consignas los valores de x y de y en una tabla y realizas la grafica en el
plano cartesiano: 177
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Aplicacion

Copia los ejercicios en tu cuaderno, solucionalos y después compara y co-
menta las soluciones con algunos de tus compaferos.

Tomando como modelo la tabla y el plano cartesiano adjuntos, grafica
cada funcion:

f(x)=y .
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1. y=3x-2 2. y=1-x 3. y=x-3 4. y=x+2x-2

5. y=-x 6. y=(_) ;. y:x2+x+l7

8. La grafica muestra el recorrido en kilémetros que un rayo de luz hace en
tiempos de segundos.
Observa la gréfica y completa la tabla.

Recorrido de una rayo de luz, a la velocidad de 300,000 Km/Seg

X (Seg) |y (Km)
1

O [ |01 | W

Distancia
en kms

72074 X 0

2,400,000 +

2,100,000 <f7~""7TTTTTTTTTTTTTTTTTTTommTT o s s s s

1,800,000 T

1,500,000 =TT

1,200,000 T

900,000 =f------------------e-
600,000 T

300,000

Tiempo
en segundos

(U] e mmm e o )
T
(O e e e ]

[SC

N et—————
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9. Dada la familia de rectas en el plano cartesiano, escribe las coordenadas

de los puntos: y
3
8 T+ A=
j=3x B=
7+ C=
BN °T D=
5 4+ o E=
4 B
X T g=%x
2 5 A
\[/
— % % ——+—— X

10. Una empresa con 20 trabajadores tuvo en su primer afo de labores
$120,000,000 de ganancias. Al siguiente afio, duplicé el nimero de emplea-
dos, situacion que triplicé sus ganancias. El tercer afio despidio a la cuarta
parte de sus empleados y sus ganancias bajaron una tercera parte. Con los
anteriores datos, completa la tabla y ubicalos en el plano cartesiano.

y Numero de empleados Ganancias por afo (y)
A contratados por afo (x) P y
20 120,000,000
40 360,000,000
30 240,000,000
> X
180
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Entendemos por...
Graficar dibujar o trazar en una recta numérica o en un plano cartesiano los puntos indicados.

Diversion matematica

Sucesion de Fibonacci

Prueba esto: empieza con un 1 de la izquierda, da un paso arriba y uno al lado, suma los
cuadrados donde caigas (como en el dibujo); las sumas que salen son la sucesion de
Fibonacci. (La sucesion de Fibonacci se hace sumando dos niimeros para conseguir el
siguiente, por ejemplo 3 + 5 = 8, después 5 + 8 = 13, etc.).

1| < 1 1

1| < L 11

2| < 1+1 121

3| < 1+2 1|33

5 < 1+3+1 11 a 4| 1

8| «—1*4+3 1 10(10] 5 | 1

. « 1+5+6+]1 6 [15[20[15] 6 | 1
21| <« *85+10+1 1|7 [21|35]|35|21| 7| 1
r \ codigo de barras
Dia a dia

Teoria de cddigos

La teoria de codigos es una especialidad de la
matematica que trata de las leyes de la codificacion
de la informacion. A grandes rasgos, codificar es
transformar una informacion en una sefial convenida
para su comunicacion. Decodificar seria el proceso
inverso y complementario del anterior, en el que la seal
comunicada se transforma en la informacion original.
El auge de las comunicaciones a partir de la segunda
mitad del siglo XX motivo un fuerte desarrollo de la
teoria de cddigos.

1473%968012" >

977

Tomado de http://es.wikipedia.org/wiki/

lenguaje de sefas
Teor%C3%ADa_de_c%C3%B3digos

c6digo morse 181
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Aprendr a:

e Simplificar fracciones algebraicas, apli-
cando lo aprendido en los cursos anterio-
res sobre los nimeros racionales.

e Representar graficamente una situacion e Operar polinomios.

algebraica.  Calcular productos y cocientes notables.
e Calcular el valor numérico de una expre- * Factorizar expresiones algebraicas.

sion algebraica. * Graficar diferentes tipos de funciones.

Conectémonos con
La Biologia

Las neuronas (del griego veUPOV, cuerda, ner-  fibras musculares. La mayoria de las neuronas

vio) son células del sistema nervioso cuya prin-  no se dividen una vez alcanzada su madurez.

cipal caracteristica es la excitacion eléctrica de Se estima que cada cerebro humano posee

su membrana plasmatica. en torno a 10" neuronas: es decir, unos cien
Las neuronas estan especializadas en la re-  mil millones.

cepcion de estimulos nerviosos entre ellas o con

otros tipOS celulares, como por ejemplo con las Tomado de http://es.wikipedia.org/wiki/Neurona

182
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Repasemos lo visto

Al inicio de la unidad te preguntamos: j;para qué sirve el dlgebra?
Recordemos que:

 El dlgebra es una invencién de los drabes y se expandié por Europa en el
siglo XII.

e La utilizacion de letras en matematicas se remonta a la época de los grie-
gos que escribian los nimeros mediante letras y adin hoy se conserva tal
representacion.

* No olvidemos la importancia de las expresiones algebraicas, especialmen-
te de los polinomios que podemos sumarlos, multiplicarlos, dividirlos, cal-

cularles valores numéricos y factorizarlos.

* Ademads, que las expresiones algebraicas fraccionarias tienen su importan-
cia en cuanto a que pueden ser simplificadas y operadas.

Unidad 3. Algebra
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El ajedrez y los granos de trigo
na conocida leyenda oriental ofrece una descripcién muy exacta de una fun-
cién exponencial. Cuenta que un rey quiso premiar las dotes adivinatorias del
sumo sacerdote que habia predicho una extraordinaria victoria en una batalla.

El sacerdote pidi6 2 granos de trigo por la primera casilla de un tablero de ajedrez,
4 por la segunda, 8 por la tercera, y asi sucesivamente, es decir, el doble cada vez por
cada nueva casilla.

El rey pareci6 complacido por la modestia del sacerdote hasta que comprobé la
magnitud de su peticion: 264 + 263 +... + 22 +... + 2 granos de trigo, una cantidad
inimaginable, que no se almacenaba en todo el reino.

Los sumandos de esta expresion responderian, en la notacién matematica actual, a
la funcién 2x, para el dominiox =1, 2, 3,..., 64.

Tomado de http://html.rincondelvago.com/funciones-matematicas_2.html
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Curiosidades del triangulo de Pascal

Una de las pautas de nimeros mas interesantes es el triangulo de Pascal,
[lamado asi en honor a Blaise Pascal, un famoso matemdtico y fil6sofo
francés del siglo XVII.

solo unos

todos los numeros naturales

numeros triangulares

/

numeros tetraédricos

La primera diagonal estd compuesta por solo nimeros unos.
La segunda diagonal son los nimeros naturales (1, 2, 3,...).

La tercera diagonal son los nimeros triangulares

(1,3,6,10, 15, 21, 28, 36...).

La cuarta diagonal son los nimeros tetraédricos o piramidales
(1,4,10, 20, 35, 56, 84, 120, 165...).

Tomado de http://www.disfrutalasmatematicas.com/triangulo-pascal.html
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¢En qué vamos?

Coevaluacion: “Reflexiono y trabajo con mis companeros”:
Copia en tu cuaderno cada uno de los siguientes ejercicios; luego, resuélvelos
y comparalos con algunos de tus companeros:

1. (a’+7b’y

2. (3x-5xy’)’

3. Completa la tabla:

Diferencia de Raiz cuadrada del Raiz cuadrada del

) Factorizacion
cuadrados minuendo sustraendo

100x™-100

4. Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

a. iaz+ialb +lb2 =
9 12 16

b. 81m'- 54m'n’ +9n’ =

c. 36ab’+ 24abc +4c¢ =

lxﬁ_ix3 2+_ 4 _
2 707 ") T
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5. Desarrolla los binomios dados a continuacién:

a. (3ab-1)=

b. (5x’- 3xy)'=

1 > 1 . 1 2
c. (Ex -2y)= (Ex)"'z (Ex) (2y)+(2y)=

d. (9-2ab) =

6. Escribe en el cuadro el signo igual (=) o el signo diferente ( # ) y justifica

tu decision:
7abc 4abc
a. » porque
9mn I:I 9mn porq

ozw 3zw
b. —— » porque
o [ e

. 5ab I:I 20a’b , porque

owx 24wx

7. Simplifica hasta su minima expresion:

36mn b 4x - 16y’ o 20a’b g 2x - 2
80xyz 10x - 20y 28a’ (x - 2

8. Encuentra el resultado de:

a. ng’yHixywl b. [5x |[8a
3 5 3a || 7x

c. [15a°b . 21mx d. [4x?-2x 6. x° 4-]
7m’x* 11 20ab x*-5x+6 |1 12x+2
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9. Observa la gréfica y responde las preguntas: y
A
8 ———
R A —— i
5 4 i
T o
o
crf LD
L | | |
< ——————+—+—> x
1 2 3 4 5
a. ;Cudl es el valor de y cuando x = 12 \/
b. ;Qué valor adquiere y cuando x = 2?
c. ;Qué valor le corresponde a y cuando x = 3?
d. ;Cuando x = 4, cudl es el valor de y?
e. Escribe las coordenadas que resultan con esos valores:

(1,29,2,9,3,9y 4, 2.

;Cudles son los valores que toma la variable independiente?
g. ;Cudles los valores de la variable dependiente?

h. ;Cudl es la funcién que determina esa grafica?

-

10. Un granjero sabe que en promedio 1 de sus vacas consume 23 kilos de
concentrado al dia. Llama x al ndmero de vacas que tiene el granjero y
llama y al nimero de kilos de concentrado que consumen.

a. Realiza una tabla mostrando el consumo de 1, 2, 4, 5y 7 vacas.

y
Kilos consumidos de

concentrados
23

X

Numero de vacas

1
2
4
5
7

b. Haz la representacion de la situacién, en el plano cartesiano.
188
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Heteroevaluacién “Le cuento a mi profesor”. Rejilla de rubricas:

Con tu profesor, resuelve la siguiente rejilla.
Lee el enunciado y sefiala con una x la categoria correspondiente, segtn lo que has aprendido.

Qué sé hacer | Superior | Alto | Béasico | Bajo
Simplifico fracciones algebraicas

Resuelvo ejercicios que requieran suma de polinomios

Resuelvo ejercicios que requieran multiplicacién de polinomios
Resuelvo ejercicios que requieran division de polinomios
Represento graficamente una funcién

Calculo el valor numérico de una expresion algebraica
Resuelvo ejercicios con productos notables
Resuelvo ejercicios con cocientes notables

Factorizo expresiones algebraicas
Trazo en el plano cartesiano funciones algebraicas

Autoevaluacion

Participo y aprendo | Superior | Alto | Bésico | Bajo

Permito que mis companeros participen en los trabajos

Aplaudo las actitudes creativas que inviten a buscar nuevas soluciones a
situaciones problematicas

Participo activamente en los grupos de trabajo
Ayudo en la aclaracién de dudas a mis companeros

Fomento la disciplina en el grupo

Participo de manera activa en clase, formulando o respondiendo preguntas
Propongo problemas o actividades para resolver en clase

Repaso en casa lo suficiente, sobre lo aprendido en el colegio
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Unidad G

Estadistica y probabilidad

Resolvamos

Te has preguntado:

¢para qué sirve la informacion?

En Colombia contamos con el Departamento Ad-
ministrativo Nacional de Estadistica (DANE), cuyas
funciones basicas para el desarrollo del pais son
generar las estadisticas oficiales sobre temas eco-
némicos y sociales y garantizar la disponibilidad,
calidad e imparcialidad de la informacién.

Algunas de sus investigaciones exigen el conteo
del universo total de los individuos que participan
en el fendmeno que se estudia, en este caso se tra-
ta de un censo.

En cambio, otras, que investigan solo algunos
sectores significativos del universo, exigen una
encuesta-muestreo.

Es interesante que conozcas los principales ob-
jetivos del DANE:

e Producir la informacién bdsica para el pais

* Producir los indicadores econémicos del pais

e Producir los indicadores sociales del pais

* Asegurar los estandares de calidad y la oportu-
nidad de la informacion estadistica

* Difundir la informacién y los servicios de la entidad

e Fomentar la cultura estadistica en el pais

La informacién del DANE estd al servicio del
publico en general, quien puede consultarla por
medio del banco de datos, pagina web (www.
dane.gov.co), correo tradicional, correo electréni-
co, fax, suscripciones a boletines y publicaciones,
telefénicamente, entre otros.




Referentes de calidad
Interpreto analitica y criticamente informacién estadistica proveniente de diversas
fuentes (prensa, revistas, televisién, experimentos, consultas, entrevistas).

Reconozco cémo diferentes maneras de presentacién de informacién pueden
originar distintas interpretaciones.

Selecciono y uso algunos métodos estadisticos adecuados al tipo de problema, al
tipo de informacién y al nivel de la escala en la que esta se representa (nominal,
ordinal, de intervalo o de razén).

Calculo probabilidad de eventos simples empleando métodos diversos (listados,
diagramas de arbol, técnicas de conteo).

Interpreto y utilizo conceptos de media, mediana y moda y explicito sus
diferencias en distribuciones de distinta dispersién y asimetria.

Uso conceptos basicos de probabilidad (espacio muestral, evento, independencia, etc.).

—_

Capitulos

. Revisién de

conocimientos bdsicos

. Combinatoria y

probabilidad
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Revision de
conocimientos basicos

Las matematicas se encuentran en todas las acti-
vidades humanas por sencillas o complicadas que
estas sean. Unas de sus ramas son la estadistica y la
probabilidad; ciencias relativamente nuevas, que
sefialan un gran progreso en el andlisis de feno-
menos y situaciones determinados. La estadistica
procede mediante la induccion, es decir que parte
de hechos y observaciones experimentales. Tiene
una triple funcién: recoger datos selectivamente;
organizar, resumir y entender la masa de datos re-
cogida, y extraer conclusiones de la informacién
obtenida de los colectivos que tanto las ciencias
humanas como las de la naturaleza le proveen.
Ademads, cuenta la estadistica con una base mate-
matica para proceder adecuada y razonablemente:
la teoria de la probabilidad.

Capitulo 1

El estudio de esta unidad abre las puertas a un
mundo nuevo: el del azar y de la investigacién
de fenémenos.

Algunos de los temas que estudiaras son la va-
riacién de fenédmenos a tasa constante; crecimien-
to aritmético y geométrico; medidas de tendencia
como moda, mediana, poblacion y muestra; fre-
cuencia, probabilidad de un fenémeno, entre otros.

Estos contenidos te ayudardn a obtener una ma-
yor comprension de fendmenos que suceden a tu
alrededor y que, en la mayoria de ocasiones, pa-
recen inciertos. Con su conocimiento, podras te-
ner una vision mas confiable de muchos hechos
futuros mediante situaciones ya estudiadas que te
permitiran establecer analogias para resolver pro-
blemas en circunstancias semejantes.

Revisién de conceptos

~
Poblacion
Muestra
Variables
Tablas
Graficas
J

Estadistica

y
probabilidad

Solucion de situaciones

Toma de decisiones

Factoriales
Combinatorias
Probabilidades
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Tema 1. Tratamiento y
analisis de la informacion

Indagacion

;Te imaginas el tamafo de la poblacién mundial
para el ano 2050?
sHabrd suficientes alimentos y empleos para todos?
;Crees que haya una forma de saberlo para pre-
venir problemas?

La poblacién humana mundial es el nimero to-
tal de personas que viven en todo el mundo en un
momento determinado.

La poblacién mundial viene determinada por el
nacimiento y la muerte de los individuos asi como
por su esperanza de vida.

Algunas estimaciones sobre la “cantidad de hu-
manos que han vivido en toda la historia” fueron
publicadas en la primera década del siglo XXI, ob-
teniendo un rango de entre 100 y 115 mil millones
de personas.

Estas estimaciones las realiz6 Carl Haub del Bur6
de Referencia Poblacional (PRB, por su sigla en in-
glés), en 1995, y una actualizacién en 2002, la cual
arrojé un dato de 106 mil millones de personas.

Haub describe que el estimado requiri6 “selec-
cionar tamanos de poblacion de diferentes puntos

desde la Antigliedad hasta el presente y aplicar
una tasa de natalidad a cada periodo”.

Dado que la poblacién estimada del afio 2002
fue de 6.2 mil millones, se puede inferir que
aproximadamente el 6 % de toda la gente que ha
vivido vivia en el 2002. En cambio, en el afo 1970
existio el mito urbano de que el 75 % de todas las
personas que habian existido estaba viviendo en
esa década; vision que fue finalmente desechada.

El 30 de octubre de 2011, con el nacimiento de
Danica Mae Camacho en Manila (Filipinas), el pla-
neta alcanzo la cifra de 7 mil millones de habitantes.

Tomado de http://es.wikipedia.org/wiki/Poblaci%C3%B3n_mundial

Conceptualizacion

En los cursos anteriores hemos estudiado los con-
ceptos bésicos de la estadistica; no obstante, los
vamos a recordar a continuacién, analizando el
caso siguiente:

En un instituto educativo con un total de 50 es-
tudiantes, se aplic6 a 10 de ellos una prueba de
lenguaje sobre 100 puntos, obteniendo los resulta-
dos: 53, 53, 53, 54, 55, 70, 75, 75, 85, 90.

Capitulo 1. Revisién de conocimientos béasicos
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Analisis

Poblacién y muestra

Como el total de estudiantes del instituto educativo es 50 estudiantes, enton-
ces la poblacién es 50.

Como se aplicé la prueba a 10 estudiantes, entonces la muestra es 10.

La calificacion en la prueba de lenguaje es la variable.

Recordemos la tabla de frecuencias:
Las tablas de frecuencias sirven para condensar o resumir la informacion:

Variable Conteo Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia

(calificaciones) absoluta EE porcentual absoluta R porcentual

Xi simple simple simple acumulada acumulada acumulada

f i fa F H Fs
i f%= h|(100) i=f1 +f2 oo Hi: h1 +h2 +... F%= h|(100)
51-55 it 5 0.5 50 5 0.5 50
56-60 0 0 0 5 0.5 50
61-65 0 0 0 5 0.5 50
66-70 I 1 0.1 10 6 0.6 60
71-75 I 2 0.2 20 8 0.8 80
76-80 0 0 0 8 0.8 80
81-85 I 1 0.1 10 9 0.9 90
86-90 I 1 0.1 10 10 1.0 100
Total 10 1.0 100 A
JY A

Graficas

La informacién recopilada puede condensarse o resumirse también en las
siguientes gréficas: barras, histograma, poligono de frecuencias o grafica cir-
cular. Recordémoslas todas:

Diagrama de barras

Calificaciones de la prueba de lenguaje

|
T R T [ .
T T > X

51-55 56 - 60 61-65 66 - 70 71-75 76 - 80 81-85 86 - 90
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Histograma

Calificaciones de la prueba de lenguaje

2
| I -
} Xl'

51-55 66-70 71-75 81-85 86-90

La diferencia entre el diagrama de barras y el histo-
grama es que en el caso de las barras estas tienen
un espacio entre ellas, mientras que en el histogra-
ma las barras van pegadas.

Poligono de frecuencias

Calificaciones de la prueba de lenguaje

51-55 66-70 71-75

81-85 86-90

Observa que los segmentos que forman el poligo-
no de frecuencias parten del punto medio de cada
una de las barras

Tema 1 // Tratamiento y analisis de la informacion

Grafica circular

Calificaciones de la prueba de lenguaje

Resumiendo:

Estadistica: Es la rama de la matematica que nos
permite recoger, organizar y analizar datos. Exis-
ten dos conceptos importantes en la estadistica
que nos permiten analizar y estudiar dichos datos,
estos son poblacion y muestra.

Poblacioén: Es el conjunto de datos que caracte-
riza el fenémeno que se desea estudiar.

Muestra: Es un subconjunto de la poblacién a
estudiar, el cual es necesario que sea representati-
vo de toda la poblacion.

Grafica: Es una representacion de la relacion
entre variables. Muchos tipos de graficos apare-
cen en estadistica, seglin la naturaleza de los da-
tos involucrados y el propésito de la gréfica, que
corresponden a representar los valores tabulados
obtenidos de los muestreos o los datos del total de
la poblacion.

Distribucion de frecuencia: Al resumir grandes
colecciones de datos, es Gtil distribuirlos en clases
o categorias y determinar el nimero de individuos
que pertenecen a cada clase llamado frecuencia
de clase.

Una disposicién tabular de los datos por cla-
ses junto con las frecuencias correspondientes de
clase se denominan distribuidores de frecuencia o
tablas de frecuencia.

Capitulo 1. Revisién de conocimientos béasicos
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Encuestas

La encuesta es la captacién, conscientemente pla-
neada y registrada en actas o cuestionarios de he-
chos, opiniones, juicios y motivaciones sociales.
Los datos se consiguen por medio de la respuesta
oral o escrita a una serie de preguntas formuladas
a un determinado grupo de personas.

Las encuestas tienen como objetivo obtener in-
formacion de importancia para la planeacion na-
cional en rublos, tales como produccién agricola 'y
uso de la tierra, desempleo y tamano de la fuerza
de trabajo, produccién nacional, precios de mayo-
reo y menudeo, condiciones de salud del pueblo,
ingresos y gastos familiares, etc. Sin embargo, exis-
ten encuestas mas especializadas, por ejemplo:
deuda rural, costos de construccion de vivienda y
empleo de cientificos e ingenieros en la industria.

La encuesta recopila datos que se consiguen
mediante la respuesta oral o escrita a una se-
rie de preguntas formuladas a un determinado
grupo de personas.

Censos

La boleta censal es un formulario integrado con
los datos mds importantes de los miembros de un
grupo, por ejemplo: nombre, edad, sexo, estado
civil, nacionalidad, lugar de nacimiento, idiomay
caracteristicas econémicas, educativas, religiosas.
Se usa en el estudio de cémo se presenta un fené-
meno dado en la poblacién de un pais, una fabri-
ca, una escuela, etc.

Los censos dan un conocimiento, medianamen-
te exacto, de la extension y la densidad; la compo-
sicion religiosa, econémica, educativa; el porcen-
taje de nacimientos, defunciones y matrimonios;
las esperanzas de vida, y de otras caracteristicas de
una poblacién. También proporcionan un conoci-
miento de los cambios cuantitativos que sufrio, en
el curso del tiempo, una poblacién en cada uno de
los aspectos anteriores, los cuales ya habrian sido
estudiados en censos previos.

Entonces, se denomina censo, en estadistica
descriptiva, al recuento de individuos que forman
una poblacion estadistica, definida como un con-
junto de elementos de referencia sobre el que se
realizan las observaciones.

El censo de una poblacion estadistica consiste,
bdsicamente, en obtener el niimero total de
individuos mediante las mas diversas técnicas
de recuento.

Tomado de http://es.wikipedia.org/wiki/Censo_
(estad%C3%ADstica)

Progresion aritmética
Veamos el caso siguiente:

Gregorio ha leido hasta la pagina 72 de un libro
de literatura de 250 paginas. Si a partir del dia lu-
nes se propone leer diariamente 17 paginas, ;cudn-
tas habrd leido al concluir el sdbado si cumpli6 su
promesa? Analicemos el aumento del nimero de
paginas leidas por dia. Para ello, conozcamos la
definicion de progresion aritmética.

Progresion aritmética es una serie de términos que
aumentan o disminuyen en una cantidad constan-
te llamada razon de la progresiéon. Una progre-
sion aritmética es creciente o ascendente cuando
la razén es positiva y decreciente o descendente
cuando la razén es negativa.

Elaboremos una tabla en la que consignemos
los dias, el total de paginas leidas, el crecimiento y
el total de paginas leidas al dia siguiente:

Unidad 4. Estadistica y probabilidad
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Paginas Leidas Crecimiento Paginas leidas al dia
siguiente

Lunes 72 +17 89

Martes 89 +17 106
Miércoles 106 +17 123
Jueves 123 +17 140
Viernes 140 +17 157
Sabado 157 +17 174

Al llegar el fin de semana habrd leido hasta la pagina 174.

Observa el crecimiento de la progresion de la Gltima columna de la tabla anterior.
Si T1 = primer término,
T2 = segundo término... y
R = crecimiento, entonces puede decirse lo que sigue:

El primer término mds el crecimiento es igual al segundo término; el segun-
do término mas el crecimiento es igual al tercer término, y asi sucesivamente.
Como la persona ley6é 17 paginas el primer dia (lunes), a partir de la
pagina 72, el segundo dia lee a partir de la pagina 89, entonces simbdlica-
mente escribiremos:
T2=T1 +R= 89+ 17 =106 (martes),
T3=T2+R=106+ 17 =123 (miércoles)....

Y asi podemos seguir comprobando en cual pagina ha quedado cada dia.
Esta progresion representa un crecimiento aritmético.

Podemos graficar el crecimiento aritmético en el plano cartesiano, y para
nuestro ejemplo de las paginas leidas obtenemos una recta:

Paginas

A

174

157

140

123

106

89 -

721

55T

32T

> Dias
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Medidas en estadistica
Mediante las medidas estadisticas logramos resumir la informacién y conoce-
mos algunos datos importantes que nos permiten emitir conclusiones sobre
las poblaciones y hacer comparaciones entre ellas.

En los cursos anteriores ya hemos estudiado las medidas de centralizacién
o medidas de tendencia central.

El cuadro siguiente nos muestra una clasificacion general de las medi-

das estadisticas:
C Medidas estadisticas )

|
| | | |

.. . N . L N\
Centralizacion Posicion Dispersion Forma
Indican los valores Dividen al conjunto Indican la mayor o menor Comparan la forma
en torno a los cuales ordenado de datos en concentracion de los que tiene la represen-
parece agruparse grupos de igual nime- datos con respecto a las tacion grafica: histo-
todo el conjunto. ro de elementos. medidas de centralizacion. grama o diagrama de
barras, con la distribu-
Las medidas son: Las medidas son: Las medidas son: cion normal.
Moda Cuartiles Varianza
Media Deciles Desviacion tipica Las medidas son:
Mediana Percentiles Coeficiente de variacidn Asimetria
Rango intercuartilico Rango o recorrido Apuntamiento o
_ VAS VAS Desviacion media VAS curtosis
Recordemos:

Medidas de centralizacion o de tendencia central

Tomando en cuenta los datos de las calificaciones de la prueba de lenguaje:
53,53,53,54,55,70,75,75,85, 90, vamos a identificar la moda, la mediana
y la media aritmética o promedio.

Moda (Mo): 53, 53, 53, 54, 55, 70, 75, 75, 85, 90.
No olvidemos que la moda (Mo) es el dato que mas se repite.

Mediana (Me): 53, 53, 53, 54,55, 70,|75, 75, 85, 90.

L =55+70=12—5=62.5
2 2

Me = 62.5 que se aproxima a 63 por tener la primera cifra decimal igual o
mayor que 5.
Recordemos que cuando el nimero de datos es impar, la Me es el dato que se
encuentra en el centro del conjunto ordenado y cuando el niimero de datos
es par, se promedian los dos datos centrales del conjunto ordenado.
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Media aritmética, media, o promedio (X): 53, 53, 53, 54, 55, 70, 75, 75, 85, 90

53 +53 +53 +54+55+70+75+75+85+90 633
10 10

X = =63.3

Como en 63.3 la cifra decimal es menor que 5, entonces dejamos sola-
mente 63.

Recuerda que la media o promedio es la sumatoria de la distribucién de
datos, dividida entre el total de ellos.

Aplicacién
a. Elabora la tabla de frecuencias simples y
Realiza los ejercicios siguientes y compara tus acumuladas.
resultados con algunos compaferos b. Identifica el menor valor, el mayor valor, la

moda, la mediana y la media aritmética.
1. Se tiene el conjunto de datos {3, 9, 12, 5, 6}.
6. Dada la siguiente tabla de distribucion

a. Ordénalo. de frecuencias:
b. Identifica la moda, la mediana y la media
aritmética. Intervalos ‘ f ‘ F ‘ hi

07.7-11.7 18 18 18/90 18/90

2. Un galpén sacrifica pollos diariamente, para la 21 1 .7_15_7} 13 31 13/90 31/90
venta. El nimero de pollos sacrificados en los (15.7-19.7] |24 55 24/90 55/90
Gltimos 10 dias son 25, 27, 35, 28, 30, 24, 25, (19.7-23.71 |17 72 17/90 72/90

( ]

( ]

( ]

( ]

29,32, 37. 23.7-27.7 13 85 13/90 85/90
27.7-31.7 0 85 0/90 85/90
31.7-35.7 4 89 4/90 89/90

a. Ordena el conjunto de datos.

b. Encuentra la moda, la mediana y la me- [35.7-39.71 |1 90  |1/90 90/90
dia aritmética. Total o 90/90
3. Las edades de un grupo de 10 estudiantes de Representa la informacion en un histograma.
un cursoson 15,17, 15, 18, 10, 14, 15, 19,
12, 17. Encuentra la moda, la medianay la 7. Los siguientes datos expresan el rendimiento
media aritmética. en kilogramos de las plantas de maiz atacadas
4. En un vivero se lleva el registro de las hojas por el barrenador europeo:

que tienen las plantas en una fecha determi-
nada. Se tomaron ocho plantas al azary se
encontr6 que el nimero de hojas que tiene 6.78 [9.02 [8.65 [8.65 |6.72 526 |10.34
cadaunadeellases:9,8,7,5,8,6,8,9.
Ordena el conjunto y encuentra las medidas
de centralizacién.

3.81 |6.81 |7.49 |456 |7.16 |8.61 |3.86

(Informacién tomada de Infante S. y Zarate G., 1990, p. 20).

5. Los siguientes son conteos del nimero de a. Indica la moda, la mediana y la media.
cromosomas en una planta: 29, 28, 28, 27, 28, b. Grafica un diagrama de barras que muestre
29, 29, 29, 30, 26, 24, 29. la situacion. 199
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8. Considera los siguientes datos sobre la concentracion de globulina recep-
tora, para una muestra de mujeres con pruebas de laboratorio de evidente
anemia por deficiencia de hierro:

15.2 9.3 7.6 11.9 10.4 9.7

20.4 9.4 11.5 16.2 9.4 8.3

(Informacién tomada de Devore J. L., 1998, p. 21).

Indica la moda, la mediana y la media.

9. Los cinco primeros términos de una progresion aritmética son 4, 7, 10y 13.

a. Descubre el crecimiento (R) o diferencia entre dos términos cualesquiera.
b. Encuentra los 5 términos que siguen en la progresion.

10. Una progresion aritmética empieza con los valores 8, 3, -2, -7,....

a. Encuentra el valor de R o diferencia entre dos términos cualesquiera.
b. Escribe los 5 términos siguientes de la progresion dada.

Entendemos por...
Crecimiento aritmético la progresion que aumenta por adicién de una cantidad
constante llamada razon.

Diversién matematica
Diez en uso
Un nifio reunié 10 palitos de bombones que puso en la mesa como indica el dibujo.

Legd su hermanita con 4 palitos, los coloco sobre los otros y el nifio quedd sorprendido
cuando vio que no habia diez sino uno.
Discute con algunos compafieros como hizo la nifia para sorprender a su hermano.

Unidad 4. Estadistica y probabilidad
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- N
Dia a dia
Sin tiempo para la escuela
Estudia el relato siguiente y comenta tus conclusiones con varios compafieros.
“Pero no tengo tiempo para la escuela —explicaba Eddie al preceptor-.
Duermo ocho horas diarias que, sumadas, dan 122 dlias por aio, suponiendo
que cada dia es de 24 horas. No hay clases los sabados ni los domingos, que
suman 104 dias por afio.
Tenemos 60 dias de vacaciones de verano. Necesito tres horas diarias para
comer..., esto es mds de 45 dias al afo.
Y necesito al menos dos horas diarias de recreacion... que suman mds de 30
dias al afo”.
Eddie escribio estas cifras mientras hablaba, después sumé
todos los dias. La suma daba 361.
Suerio (8 horas diarias) 122
Sabados y domingos 104
Vacaciones de verano 60
Comidas (3 horas diarias) 45
Recreacion (2 horas diarias) 30
. ([ J
Total 361 dias °
“Ya ve —continud Eddie-; eso me deja tan solo cuatro dias para
estar enfermo y en cama, y ni siquiera he tomado en cuenta los
siete feriaclos escolares que tenemos cada afio”.
El preceptor se rascé la cabeza.
“Algo no anda bien aqui”, -murmurc-.
Pero por mas que se esforzé, no pudo encontrar nada equi-
vocado en las cifras de Eddie. s Puedes explicar dénde esta el error?
Solucion
La trampa de las cifras de Eddie es que las categorias de tiempo se superponen de modo
que los mismos periodos de tiempo se cuentan mas de una vez. Para dar un ejemplo,
durante su periodo de vacaciones de 60 dias también comié y durmié. El tiempo de comer
y dormir se cuenta en el periodo de vacaciones y también aparte en el tiempo insumido
para comer y dormir durante todo el afio.
La falacia de superponer categorias es muy comdn en las estadisticas, especialmente
en el caso de las estadisticas médicas. Podemos leer que en ciertas comunidades, el
30 por ciento de las personas tienen una deficiencia de vitamina A, el 30 por ciento
tienen deficiencia de vitamina B y otro 30 por ciento tienen deficiencia de vitamina C. Si
a partir de esto sacamos la conclusion de que solo el 10 por ciento de la poblacion no
tiene deficiencia de estas tres vitaminas, habremos realizado el mismo razonamiento
defectuoso que Eddie utilizd en su charla con el preceptor: Es posible que el 30 por ciento
de la poblacion tenga deficiencias de las tres vitaminas, lo que dejaria al 70 por ciento de
la poblacion en la categoria de los que no tienen ninguna deficiencia.
Tomado de http://www.librosmaravillosos.com/matematicaparadivertirse/seccion09.html
\ J 201
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Tema 2. Medidas de
posicion, dispersion y forma

Indagacion

Verifica que dado el conjunto de datos: {20, 22, 23, 23, 24, 25, 25, 27}:
La media = 23.62, aproximadamente 24.

La mediana = 23.5, aproximadamente 24.
La moda = 23.25, aproximadamente 23.

Conceptualizacion

Tomamos el conjunto ordenado de datos y lo dividimos en subconjuntos o in-
tervalos. Dependiendo del nlimero de partes en que separemos nuestro con-
junto, tendremos:

Cuartiles: Dividen el conjunto en 4 intervalos por medio de tres datos
importantes que llamaremos primer cuartil (Q1), segundo cuartil (Qz) y tercer
cuartil (Q3).

Retomemos nuestro ejemplo de la prueba de lenguaje:
Primero identificamos la mediana.Recuerda que ya la calculamos asi:

53,53, 53, 54,|55,70,/75, 75, 85, 90.

L 55470 _125_ .
2 2

Me = 62.5 que aproximamos a 63. La mediana nos da el segundo cuartil, es
decir, Me = Q2.

Cada mitad en que la mediana (Me) o segundo cuartil (Q2) nos divide al con-
junto ordenado es ahora dividido en dos partes, asi:

202
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53,53(63)54,55 | 70,75(75)85,90

| |

Qs Q> Qs
Me

Q1 marca la cuarta parte del conjunto.

Q2 marca la mitad del conjunto (Me = Q,).

Q3 marca las tres cuartas partes del conjunto.
Observemos que los cuartiles son 3 valores que nos
dividen el conjunto ordenado en 4 partes iguales.

Si un segmento de recta representa el conjunto,
marcaremos en €l los cuartiles asi:

Menor

Mayor
valor

valor

Deciles: Son los nueve valores que dividen al con-

junto de datos ordenados en diez partes iguales.
En este caso, la mediana (Me) es el quinto decil,

quedando 4 deciles a cada lado de la Me:

Me = D,
Percentiles: Son 99 valores que dividen en cien
partes iguales al conjunto de datos ordenados.
Aqui la mediana (Me) es el quincuagésimo
percentil, o sea, el percentil que ocupa el pues-

to nimero 50, quedando 49 percentiles a cada
lado de la Me:

Me =P

49

Rango intercuartilico: La diferencia entre los cuartiles
tercero y primero se denomina rango intercuartilico:

R3-1 = Q3 - Q1’

El rango intercuartilico nos muestra una franja
en la que se encuentra el 50 % de la poblacién.

Tema 2 // Medidas de posicion, dispersion y forma

En nuestro ejercicio de la prueba de lenguaje
vimos que los cuartiles son los valores:

Q, =53; Q, =63 (mediana)
Q3 =75y R3_1=Q3'Q1=75'53=22
(rango intercuartilico).

Diagramas de cajas

Los diagramas de cajas o caja-bigotes (boxplots o
box and whiskers) son presentaciones visuales que
describen varias caracteristicas importantes al mis-
mo tiempo, tales como la dispersion y la simetria.
Para su realizacién se representan los tres cuartiles
y los valores minimo y maximo de los datos, sobre
un rectangulo, alineado horizontal o verticalmente.
Representemos la situacion que venimos estudian-
do sobre la prueba de lenguaje:

Rango intercuartilico

-
r 1
53 63 75
i i i
] ] ]
1 1 1
! 55 ! 70 !
[ 1 | 1 85 90
[ I I |
1 1 1
i i i
Qi Q, Qs
L Me J
D

Rango intercuartilico

En este caso el dato menor coincide con el pri-
mer cuartil: x; = Qy = 53.

Ademas, sabemos que la mediana coincide con
el segundo cuartil: Me = Q, = 63.

Vimos que el tercer cuartil es 75 y el Gltimo va-
lor o mayor valor es x, = 90.

El rango intercuartilico es Q; - Q; =75-53 =22.

Estudiemos el préximo caso y analicemos otra
manera de realizar los calculos para identificar sus
cuartiles y construir sus diagramas de cajas.

En una fabrica se presenta la lista de las edades de
20 trabajadores:

36 25 37 24 39 20 36 45 31 31
39 24 29 23 41 40 33 24 34 40

Capitulo 1. Revisién de conocimientos béasicos
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Vamos a hacer su representacion mediante diagramas de cajas.

Analisis
Ordenamos los datos:

20 23 24 24 24 25 29 31 31 33 34 36 36 37 39 39 40 40 41 45

Calculamos los cuartiles:

Q,, el cuartil primero, es el valor mayor que el 25 % de los valores de la dis-
tribucion.

Como el total de datos es N = 20, resulta que N/4 = 20/4 = 5; el primer cuartil
es la media aritmética de dicho valor que corresponde a:

Q; = (24 + 25)/2 = 24.5.

Q,, el segundo cuartil, es, evidentemente, la mediana de la distribucién;
es el valor de la variable que ocupa el lugar central en un conjunto de datos
ordenados.

Como N/2 =20/2 = 10, la mediana es la media aritmética de dicho valor que
representa lo siguiente:

Me = Q, = (33 + 34)/2 = 33.5.

Q;, el tercer cuartil, es el valor que sobrepasa al 75 % de los valores de la
distribucién. En nuestro caso, como 3N/4 = 3(20)/4 = 60/4 = 15, resulta

Q,=(39+39)/2=39.

Dibujemos la caja y los bigotes:

—

20 24.5 33.5 39 45

%
Xml’n Q1 QZ Q3 Xméx

El “bigote” de la izquierda representa al colectivo de edades (Xmin, Q,).La pri-
mera parte de la caja representa a (Q;, Q,),

La segunda parte de la caja representa a (Q,, Q;)

El “bigote” de la derecha viene dado por (Q;, Xmax).

El diagrama de cajas nos da informacién importante. Por ejemplo nos dice:
204
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* La parte izquierda de la caja es mayor que la de la derecha; ello quiere de-
cir que las edades comprendidas entre el 25 y el 50 % de la poblacién esta
mas dispersa que entre el 50 y el 75 %.

* El bigote de la izquierda (Xmim, Q) es mds corto que el de la derecha; por
ello, el 25 % de los mas jévenes estdn mas concentrados que el 25 % de
los mayores.

* Elrango intercuartilico es Q, - Q, = 14.5; es decir, el 50 % de la poblacién
estd comprendido en 14.5 afios.

e La mayor utilidad de los diagramas caja-bigotes es para comparar dos o
mas conjuntos de datos.

Medidas de dispersion
Como vimos, las medidas de tendencia central tienen como objetivo el sinte-
tizar los datos en un valor representativo. Ahora veremos que las medidas de
dispersién nos dicen hasta qué punto estas medidas de tendencia central son
representativas como sintesis de la informacion.

Para ello, las medidas de dispersién cuantifican la separacién, la dispersién
y la variabilidad de los valores de la distribucién respecto al valor central.

Entre las medidas de dispersion tenemos:

Rango o recorrido (Re): Es la diferencia entre el valor mayor y el valor menor
de un conjunto de datos:

Re = Xmaéx = Xmine

Dados los datos de la prueba de lenguaje: 53, 53, 53, 54, 55, 70, 75, 75, 85, 90,
encontremos el rango.

Xmax = 90
Xmin = 53

Rango = Re = Xmax - Xmin.
Rango =Re =90 -53 =37.
El rango del conjunto 53, 53, 53, 54, 55, 70, 75, 75, 85, 90 es 37.

Si la variable es no agrupada, el rango es la diferencia entre los valores
mayor y menor de la variable.

Si la variable es agrupada, el rango es la diferencia entre el extremo supe-
rior del Gltimo intervalo y el extremo inferior del primer intervalo.

El rango solo tiene en cuenta los valores extremos, por lo que no influyen
en él los demas elementos de la distribucion.

Varianza (S%): Es el promedio del cuadrado de las distancias entre cada obser-
vacion y la media aritmética del conjunto de observaciones.
Para calcular la varianza, primero buscamos la media aritmética, después
se la restamos a cada dato, luego elevamos al cuadrado, realizamos la suma 205
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de las diferencias que estan al cuadrado y, por ultimo, las dividimos entre el
nimero de datos.
Esto lo entendemos mejor con el ejemplo de las calificaciones de la prueba
de lenguaje:
53, 53,53, 54, 55, 70, 75, 75, 85, 90.

Recordemos que la media aritmética es:

f__53 +53 +53+54+55+70+75+75+ 85+ 90 -952-633
10 0

Tomamos la media aritmética X =63 y realizamos la tabla:

53 53-63=-10 (-10)*> = 100
53 53-63=-10 (-10)* = 100
53 53-63=-10 (-10)*> = 100
54 54-64= -9 (-9?% = 81
55 55-63= -8 (-8)?% = 64
70 70-63=7 (7%= 49
75 75-63=8 ( 8= 64
75 75-63=12 (12)% =144
85 85-63=22 (22)? = 484
90 90-63=27 (27)? =729

Total 1,915

1,915

=19.15

. 2
La varianza (s?) es S~ =

Todo el proceso anterior lo recopilamos en la siguiente férmula:

i )2
{(x-x)
2 = il |

n

en donde el simbolo 3, se lee “sumatoria de...” o “la suma de...” y el
n

simbolo 2, se lee “sumatoria desde el primer término hasta el dltimo”.
i=1

En nuestro ejercicio reemplazando la férmula, tenemos:

n

2
_,%(xi' x) 1,915

=19.15

n
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Desviacion tipica o desviacion estandar (s): Se define como la raiz cuadrada

positiva de la varianza:
2
s =S

Asi, si la varianza de nuestro ejercicio es s> =19.15, entonces la desvia-
cion tipica, llamada también desviacion estandar, corresponde a

S =\/? =+19.15=4.376...

El cociente entre la media aritmética y la desviacion tipica o estandar se
conoce como coeficiente de variaciéon (Cv).

En nuestro ejemplo de las calificaciones de lenguaje, el coeficiente de
variacién corresponde a
63.

=——=145
4.3

(OS]

Cv=

“n| =
N

Desviacion media: Esta medida calcula la media de todas las desviaciones,
entendidas como las distancias de cada dato de la distribucion y la media o
promedio de todos ellos.

Veamos un ejemplo.

Los siguientes son puntajes obtenidos por un grupo de estudiantes, en un
examen, sobre 199 puntos:

50, 53, 55, 60, 62, 70, 75, 83, 85, 90.

En primer lugar, debe calcularse la media de estos puntajes:

~ 50+53+55+60+62+70+75+83+85+90
- 10

=68.3

media

Verifica ese valor con tu calculadora.

Ahora se calcula la desviacién o variacién de cada puntaje, es decir, sus
distancias a la media:

50-68.3=-18.3 53-683= -153 55-68.3=-13.3
60-683= -83 62-683= -6.3 70-683= 1.7
75-683= 6.7 83-683= 147 85-68.3= 16.7

90-683= 217
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El signo negativo senala que la direccion de los desvios es hacia la izquierda.
Sin embargo, se puede hacer caso omiso de los signos si lo tinico que interesa
es conocer la distancia que hay de la media de cada desviacion hacia los valo-
res obtenidos, y asi calcular la variacion promedio:

18.3+153+13.3+8.3+63+1.7+14.7+16.7+21.7
10

=123

La desviacion media es igual a la suma de los valores absolutos de las des-
viaciones, dividida entre el nimero de datos. Es decir, la desviacion media es
12.3 y también es la media de las distancias, sin tomar en cuenta la direccién
0 signo (+ o —) a partir de la media o promedio. Todo ello puede sintetizarse
en la siguiente expresion:

N .
s |X. ) Y| = sumatoria

. ., . . 1 A
Desviacion medlaz”T medicion

= media

Z Xl X M
I

= ndmero de mediciones

Las lineas verticales indican que solo se toman valores absolutos.

Es interesante verificar que la suma de las desviaciones con respecto a la
media siempre es cero.

Es por eso que se toman los valores absolutos de las desviaciones y se
dividen entre el nimero de ellas para obtener una medida confiable de la
variacion, a la que se le da el nombre de desviacion media.

Medidas de forma
Comparan la forma que tiene la representacion grafica, bien sea el histograma
o el diagrama de barras de la distribucién, con la distribuciéon normal.

Asimetria: Diremos que una distribucién es simétrica cuando su media-
na, su moda y su media aritmética coinciden; por tanto, es asimétrica
cuando estas medidas no coinciden.

Es asimétrica hacia la izquierda cuando la media es menor que la
mediana y la moda.

Es asimétrica hacia la derecha cuando la moda es mayor que la me-
diana y la media.

Observemos las graficas de simetria y asimetria:
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/ \\ Media

Media Moda Mediana Moda Media
Mediana Moda Mediana
Asimétrica hacia Simétrica Asimétrica hacia
la izquierda la derecha

El estudio de los valores alrededor de la media aritmética de denomina
apuntamiento o curtosis.

Si la concentracion de valores es alta se denomina leptocirtica, si la con-
centracion de valores es media se [lama mesocirtica y si la concentracién de
valores es baja toma se nombre es platicurtica.

CURVA CURVA CURVA
LEPTOCURTICA MESOCURTICA PLATICURTICA
] ] ]

I I
| | |
I I
| | |
I I
| | |
I I I
| | |
I I I

Eje de simetria Eje de simetria Eje de simetria
Aplicacién

Copia en tu cuaderno los siguientes ejercicios, soluciénalos y compa-
ra con algunos de tus companeros.

El nimero de dias necesarios por 10 equipos de trabajadores para terminar
12 instalaciones de iguales caracteristicas han sido 21, 32, 15, 59, 60, 61, 64,
60, 71, 40, 29 y 80 dias.

Ordena el conjunto de menor a mayor.

Identifica la moda (Mo).

Encuentra la mediana (Me).

Calcula la media aritmética.

Halla el rango.

Ubica los cuartiles y construye el diagrama de cajas.

Ul A~ W N —
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7. Elabora la tabla de frecuencias que tenga las siguientes columnas:
variable, conteo, frecuencias absolutas simples, frecuencias relati-
vas simples, frecuencias porcentuales simples,frecuencias absolutas
acumuladas,frecuencias relativas acumuladas y frecuencias porcentuales
acumuladas,con los datos que elijas.

8. Dibuja el poligono de frecuencias que represente la situacion.

9. Calcula la varianza y la desviacion estandar.

10. Revisa la simetria o asimetria de la distribucion.

Entendemos por...
Diagrama al grafico cuyo tipo de esquema de informacion representa datos
numeéricos tabulados.

Diversion matematica

Jirafas familiares

Piensa la solucion de este acertijo:

Un grupo de turistas visitd un zooldgico en el que encuentran dos jirafas: una grande y otra
pequena. El guia muy diligente les dice: “La pequeia es hija de la grande pero la grande
no es madre de la pequefa”.

¢Qué explicacion tendra el guia para los turistas?

210 \ J

Unidad 4. Estadistica y probabilidad



Tema 2 // Medidas de posicion, dispersion y forma

Dia a dia

Alimentacion de los caballos

Los caballos son excelentes habitantes del campo y grandes colaboradores, por eso el
duefio llega a quererlo como un miembro de la familia.

En cuanto a su alimentacion, la cantidad de comida que un caballo necesita depende de
su edad, de su estado de salud y de los esfuerzos que se le exijan.

Un caballo joven debe ser alimentado de manera diferente que a un caballo adulto.

Los carbohidratos aportan energia, las proteinas son necesarias para desarrollar los
musculos, los cascos, el pelo...

Al igual que los humanos, los caballos soportan mas el hambre que la sed, por
eso el agua que se le suministre al caballo debe ser limpia y fresca para evitar
que adquiera enfermedades.

Generalmente, un caballo necesita entre 1-1,5 kilos de alimento por cada 45 kilos de
peso corporal. Recuerda que estos animales son herbivoros. El sistema digestivo de

los herbivoros se adapta a la digestion de pastos y otras plantas. Cuando en un establo
se tienen muchos caballos, puede medirse el promedio del peso de los animales para
calcular el consumo de alimento promedio en kilos ya sea diario, semanal 0 mensual.

Tomado de http://animalmascota.com/comida-para-los-caballos/

e
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Combinatoria y probabilidad

En la actualidad, se ha hecho familiar el empleo de técnicas estadisticas para
el estudio de los problemas sociales. Una de ellas es la teoria de las probabi-
lidades que se caracteriza por el amplio campo de aplicaciones que posee, el
cual se extiende a todas las ramas de las ciencias naturales, la tecnologia y las
ciencias sociales. Esto se debe a que la teoria de las probabilidades permite
estudiar y “medir” la incertidumbre que forma parte de casi todo lo que ocu-
rre a nuestro alrededor, hacer predicciones y tomar decisiones.

La mayoria de los problemas que se interesan por las probabilidades pue-
den formularse con muy poca herramienta matematica y, en ocasiones, resul-
tan pintorescos y hasta graciosos.

Como es necesario aplicar conceptos de factorial y combinatoria, para
resolver situaciones de probabilidades, entonces estudiaremos estos aspectos
en esta unidad.

Capitulo 2
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Combinatoria

Indagacion

Lucy quiere adquirir varios vestidos pero arma-
dos con pocas prendas, asi que adquiere 3 blusas
y 2 faldas.

Como Lucy quiere saber cuantos vestidos (fal-
da-blusa) podra formar, ayudémosle a realizar
las combinaciones.

Conceptualizacion

En la naturaleza existen fenémenos que tienen un modelo matematico, espe-
cialmente en cuanto a progresiones se refiere. Como ejemplo presentamos
lo siguiente:

La mitosis o cariocinesis es un proceso de reproduccién celular, mediante
el cual una célula reparte por igual la sustancia nuclear, llamada cromatina,
en sus dos hijas resultantes; a su vez, cada una de ellas repite el proceso.

Lo anterior se puede ilustrar en la siguiente figura:

/@\ /@i """""" 2 —> eslata generacion

________ 4 —> esla2a.generacién

R ﬂ R R ----- 8 —> esla3a. generacién

@@@@ @@@@@@@@ @@@@—-—— 16 —> es la4a. generacion
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Los nimeros de células totales de cada generacion muestran un crecimien-
to exponencial:

1,2,4,8,16,32...

Pero ;qué es un crecimiento exponencial?

Para definirlo, primero se conocera qué es una progresién geométrica.

Llamese progresiéon geométrica a una serie de términos, tales que cada
uno de ellos es igual al que le precede, multiplicado por una cantidad cons-
tante llamada razén de la progresion o razén aritmética.

Entonces, definimos de manera concreta la sucesion o progresién geométrica asi:

Una sucesion geométrica es una secuencia de elementos en la que cada uno
de ellos se obtiene multiplicando el anterior elemento por una constante
denominada razon o factor de la progresion.

Asi por ejemplo:
La progresion 5, 15, 45, 135, 405,... es una progresion geométrica cuyo
ndmero que multiplica cada término es 3: a 3 se le [lama razén. Veamos que:

15=5x3
45 =15x3
135=45x3
405 =135x3

y asi sucesivamente.

Una progresién geométrica es creciente cuando la razén es mayor que 1y
decreciente cuando la razén es menor que 1.

Veamos unos ejemplos:

1. Observemos la progresiéon 1, 4, 16, 64, 256,...Aqui no se cumple una
razén de suma sino de multiplicacién, por lo tanto la progresion 1, 4,
16, 64,256,... es una progresion creciente y su razén es 4, porque cada
nuimero es el cuadruplo del anterior.

2. Dada la progresiéon 81, 27,9, 3, 1, 1/3,... Esta es una progresion decre-
ciente; su razén es 1/3,porque cada nimero es la tercera parte del anterior.

Retomando el caso del proceso de reproduccion celular, la variacién de los nd-
meros totales de cada generacion de células puede presentarse en la tabla siguiente:

Generaciones | Numero de | Crecimiento | Nimero de células

células de la siguiente
generacion T, = Primer término
= ; ii 2 T, = Segundo término
i . > 5 T, = Tecer término
30 8 5 16 T, = Cuarto término
42 16 x2 32 T5 = Quinto término

Unidad 4. Estadistica y probabilidad



Observa el crecimiento de la progresion de la
dltima columna.

T, x R T, TZXR:T3
2 x 2 =4 4 x 2 =8

Si T, = primer término, T, = segundo término, ... y
R = crecimiento, entonces puede decirse que:

e El primer término por el crecimiento es igual
al segundo término, el segundo término por
elcrecimiento es igual al tercer término, y
asi sucesivamente.

e Esta progresion es un ejemplo de crecimien-
to exponencial.

Ahora, como ya comprendemos qué es una
progresién o sucesiéon geométrica, podemos defi-
nir crecimiento exponencial:

Crecimiento exponencial es la progresion que au-
menta por multiplicacion de una cantidad cons-
tante llamada razon.

indices
Un ndmero indice o indice es una medida esta-
distica disefada para expresar variaciones en una
variable o en un grupo de variables relacionadas
con respecto al tiempo. Estas variaciones que se
representan en tantos por cientos son una referen-
cia para la elaboracién de tablas o graficas.

Por tanto, se puede hablar de muchos ejemplos
de indices.

Los mds comunes son:

indices de precios

indices de compras

indices de calidad

indices de empleos u ocupacién

a
b
C
d

= — = =

Los indices de precios son aquellos que muestran el
porcentaje de cambio en el precio de algin produc-
to o articulo comercial, en un periodo determinado.

Analicemos:

1. Con el objeto de ejemplificar lo anterior,
supongamos que se tiene un articulo cual-
quiera (bolsa, hamaca, etc.), cuyo precio tuvo
variacion durante los Gltimos cinco afos, por
lo cual se requiere determinar el indice com-
parativo de precios de cada uno de estos afnos,
tomando como periodo base 1989. El precio
de ese ano se considera como 100 %.

Veamos la siguiente tabla:

Tabla de indices

Afos Precio pagado | indice de precios

Periodo base 1989 13,000 100
1990 9,000 .o

1991 8.000 Indice de

- precios para el

1 {9)3§ 12’888 periodo base

Para determinar el indice de precios de cada
ano en la tabla, se puede establecer una expresion
que relacione el precio pagado con el precio base
expresado en porcentaje.

Esta expresion nos permite establecer el indice
de precios, asi:

Precio pagado

- =X 100
Precio base

lpn = (Indice de precio) =

Para encontrar el indice de precios de 1991,
1992 y 1993, se procede de la siguiente manera:

_ 8,000
13,000

a. [pgs =X 100=61.5

En donde el precio pagado del afo 1991 fue
$8,000 y el precio base de 1989 fue $13,000.

Para los otros dos afios (1992 y 1993), el indice
de precios corresponde a:

~ 10,000
13,000

b. [pg2 =X 100=76.9

Capitulo 2.Combinatoria y probabilidad
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| 12,000
Pg3 =
13,000

=X 100=92.3

Podemos reunir estos valores en una tabla, asi:

Al observar la tabla, es notorio que el precio del

AfOS Precios indices de precios articulo descendié en 1990 en un 30 %, aproxi-
madamente, con respecto al afio base. El descenso

1959 13,000 100 continué en 1991 y mostré una recuperacion en
1990 9,000 69,2 1992 y 1993, sin llegar a la situacién que se tenia
1991 8,000 61,5 en 1989. Esto puede obedecer a que bajé la de-
1992 10,000 76,9 manda de ese articulo, a que disminuyé la calidad
1993 12,000 92,3 del producto o a otros factores.

2. El siguiente ejemplo muestra cémo calcular indices de compra. En este
caso, se relaciona unacompra diaria de un cierto producto, durante una
semana con la compra total.

Don Simén se dedica a vender dulces, por lo Dias ‘ Kg de azlcar
cual realiza sus compras de azicar en la semana, || ynes 50
de la siguiente manera: Martes 30
Como puede observarse, el total de kilogramos o<~ 45
de azlcar comprados durante la semana es de Jueves 50
450; pues bien, con base en las compras efectua- Viernes 30
das por don Simén, se debe determinar el indice
de las compras diarias en una tabla y representar- Sabado 90
las en una gréfica. Domingo 95

Indice de compra= Ic = Compra de un dia _ X 100

Total de compra

50
Asi para la compra del lunes, setiene: 1, = 50 x 100 = 11 %

Y asi sucesivamente, se obtienen los demas indices de compra:

30 80

martes . = — x 100 = 07% viernes . = — x 100 = 18%
450 450

miércoles I = A% 100 = 10 % sabado . = 0 x 100 = 20%
450 450

. 60 .

jueves . = — x 100 = 13% domingo I. = 5 X 100 = 21%
450 450

216
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Una vez realizados los calculos correspondientes, se puede hacer la tabla de indices:

Dias | Kg de azlicar | indices de compras (%)

Lunes 50 11
Martes 30 07
Miércoles 45 10
Jueves 60 13
Viernes 80 18
Sabado 90 20
Domingo 95 21
Totales 450 kg 100%

La tabla muestra qué tanto por ciento del total Debido a esto, es conveniente elaborar e inter-
de las compras (450 kg) se realizé cada dia: 11 %  pretar correctamente los indices, de manera que
el lunes, 18 % el viernes, 21 % el domingo, etc. las conclusiones obtenidas mejoren algtin aspecto

Los datos que se muestran en la tabla se pueden  funcional de la actividad de que se trate.
representar en una grafica circular, anotando el

indice o tanto por ciento obtenido para cada dia. 3. En una gasolinera, un empleado determiné el
indice o tanto por ciento de vehiculos que car-
De la siguiente manera quedan representadas garon sus tanques con gasolina el dia anterior
las compras de don Simén. y obtuvo la siguiente informacién:

Tabla de indices de vehiculos que cargaron gasolina

Vehiculos Litrosde | indice de compras (%)
gasolina

Microbuses 80,000

Combis 120,000

Camionetas 300,000

Automdviles 240,000

Total

Numero factorial

En el grado anterior (7.°) estudiamos los ndimeros
factoriales y algunas aplicaciones, ahora vamos a
recodar y a ejercitar mejor el tema.

Con el apoyo de los indices, es posible tener

una idea clara de las fluctuaciones en los volime- Recordemos que por definicién 0! =1 .
nes de produccién, de compras, etc., lo cual per-
mite tomar decisiones en los momentos precisos y Ademas que podemos resolver los factoriales

detectar las posibles causas de dichas variaciones.  de algunos nimeros como:
217
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mn =1
2 = 1x2
3 = 1x2x3

4l = 1x2x3x4
5 = 1Tx2x3x4x5

n! TXx2x3x4x5x6x7... x(n-1)xn

El factorial de cualquier nimero es igual a él, multiplicado por el factorial
de su antecesor.

Ejemplos:

6! =6 x5.
Calculemos 6!:
Por definiciéon 6! =1 x2 x3 x4 x5 x 6 =720.

Ahora, calculemos 6 x 5!:
6x5!=6x(1x2x3x4x5)=6x120=720.
Luego, 6! = 6 x 5!

En general: Podemos decir que n! = n(n - 1)!

Podemos calcular los factoriales de los nimeros 4, 3y 5y realizar el
resultado de:
4! + 3! - 5! Y comprobar que da 90.

Simplificaciones con factoriales
Una expresion fraccionaria con factoriales puede ser simplificada, Ejemplo:

4! - 3l 43! - 3!

4! 4(3!)

Se puede simplificar, porque el factorial de cualquier ndmero es igual a él
por el factorial de su antecesor.
Para simplificar la fraccion, debemos factorizar el numerador:

41 - 3 430) - 31 (3N@A - 3) (4 -3

4 4(3!) 4(31) 4
218
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Resolviendo la dltima fraccion, tenemos:

2

1
4 -3 4- (Ix2x3) _ 4 -6 _ 2 _ -
A

2

Una aplicaciéon muy importante de los factoriales es en la solucién de
situaciones en las que se presentan variaciones o combinaciones, como cuan-
do nos preguntamos ;Cudntos nimeros diferentes pueden formarse con un
digito dado?

Ejemplo: Con el digito 9, solo pueden escribirse el nimero 9.
Con un digito, puede formarse 1 nimero de una cifra: 1! = 1.

;Cuantos nimeros diferentes de dos cifras pueden formarse con dos digitos
dados, sin repetir digito?

Ejemplo: Sin repetir digito, con los nimeros 5 y 3, pueden escribirse 2
ndmeros: el 53 y el 35.

Con dos digitos, pueden formarse 2 niimeros de dos cifras, sin repetir digito:
2!=1x2=2.

;Cuantos nimeros diferentes de tres cifras pueden formarse con tres digitos
dados, sin repetir digito?

Ejemplo: Sin repetir digito, formemos nimeros de tres cifras con los digitos

2,7y3:
/7—»3 <+—> 273

2
3 7 237
— el

23 &—> .
32 —p 732

/NI

7 —»2 <P 372 31=1X2X3=6

Es decir, que con 3 digitos dados se pueden formar 6 nimeros de 3 cifras sin
repetir digito 219
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Recordemos el calculo del factorial de algunos ndimeros:

Ndmero | Factorial Operacion Resultado
n den
(n)
0 0! 1
1 1! 1
2 2! 1X2 2
3 3! 1X2X3 6
4 41 1X2X3X4 24
5 5! 1X2X3X4X5 120
6 6! 1X2X3X4X5X6 720
7 7! 1TX2X3X4X5X6X7 5,040
8 8! TX2X3X4X5X6X7X8 40,320
9 9! TX2X3X4X5X6X7X8X9 362,880
10 10! TX2X3X4X5X6X7X8X9X10 3,628,800
15 15! TX2X3X4X5X6X7X8X9XT0XT1X12X13X14X15 |1,307,674,368,000
Engeneral: n=1Tx2x3x4x5x... x (n-2) x

(n

- 1) x (n). El factorial de un nimero n es el

producto de los factores decrecientes desde él
hasta la unidad.

El factorial de un niimero se escribe n!, siendo n
cualquier niimero entero positivo.

1.

Con los factoriales podemos realizar operaciones.
Observa detenidamente cada paso:

21 + 5!
Desarrollamos el factorial de cada sumando, asi:

2145 =(1x2) (1 x2x3x4x5).
Resolvemos =2x120
cada parentesis = 240.

. Detalla paso a paso:

ANeH=1Tx2x3x4)(1x2x3x4x5x%x6)
=24x720
=17,280.

. Presta atencion a las simplificaciones que rea-

lizamos en la solucién siguiente:

3! Tx2x3
2 + = = (IX2) (———————
4! (/X/)(L)dx3x4>

1x2x3
3x4
)4

1
12 2
Explica en tu cuaderno el proceso realizado en cada
paso y coméntalo con algunos de tus comparieros.

Variaciones
Analicemos el caso siguiente:

En un concurso, hay 20 participantes que com-
piten por ganar.

Unidad 4. Estadistica y probabilidad
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;De cuantas maneras se pueden colocar los dos primeros puestos?
Como no hay repeticion, es decir, hay un participante para el
primer puesto y otro diferente para el segundo puesto entonces:

Para el primer puesto hay 20 posibilidades.
Para el segundo, solo 19 posibilidades.
Por tanto, llamando V al ndmero de posibilidades, tenemos:

V = n(n-1)
V =20(19) = 380.

Entonces, en total hay 380 maneras para que 20 participantes puedan ocu-
par los dos primeros puestos en el concurso.

Desde esta perspectiva, si de una poblacién de tamano n queremos extraer
una muestra ordenada y sin repeticion de tamafio determinado, razonamos asi:

* El primer elemento lo podemos elegir entre n elementos.

e El segundo, al no poder repetir, podemos elegirlo entre n — T elementos.
* El tercero, al no poder repetir, podemos elegirlo entre n — 2 elementos.
 El cuarto, al no poder repetir, podemos elegirlo entre n — 3 elementos.

® Y asi sucesivamente, hasta el tamano determinado.

Un arreglo ordenado y sin repeticion se denomina variacion ordinaria o
variacion sin repeticion.

Ahora, analicemos el siguiente ejemplo con repeticién:

Una baraja de poquer consta de 52 cartas. ;De
cudantas formas pueden elegirse 2 cartas, no nece-
sariamente distintas?

La primera se puede elegir de 52 formas.

Como se puede repetir, significa que la primera
carta que se saca se ve y se devuelve al montén, de
tal manera que la segunda carta se puede elegir de
52 maneras también.

En total hay (52)(-52) = 2,704 formas.

Simbélicamente:

Llamemos V” al nimero de posibilidades con repe-
ticion, entonces V” = n(n).

Para este caso de las cartas de la baraja, tenemos:
V' =52(52) = 2,704.

Un arreglo ordenado y con repeticién se denomina variacion con repeticion
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Aplicacién

Copia y realiza los ejercicios siguientes, en tu cuaderno y comenta las soluciones
con algunos compaferos.

1. Una baraja inglesa consta de 52 cartas.
;De cuantas formas pueden elegirse 2 cartas, extraidas sucesivamente y
sin repetir?

2. ;Cuéntos nlimeros de tres cifras diferentes se puede formar con los digitos
1,3,5,7y9

3. En una carrera de 200 metros participan 10 corredores.
;De cudantas formas diferentes se podrian repartir las medallas de oro,
plata y bronce?

4. Una pareja de esposos estdn planeando un viaje sorpresa para sus hijos. Por
ello, escogen 7 ciudades del pais que marcan con las letras A, B, C, D, E, Fy G.
Si no quieren repetir ciudades, jcudntas rutas distintas pueden elaborar si
pueden empezar y acabar en cualquiera de las ciudades?

5. ;De cudntas maneras diferentes se pueden repartir tres premios distintos
entre seis ganadores?

6. Con las letras de la palabra avién, jcuantas ordenaciones distintas se pue-
den hacer para que empiecen por vocal?

Realiza las operaciones de los ejercicios 7 a 10. Siempre que sea posi-
ble simplifica.

7. (7' = 5) + 6! =
8. (3=
9. 41 + 5/ -2 =

10. 5! - 4! N 4!
4! 3!

Entendemos por...
Crecimiento exponencial es la progresion que aumenta por multiplicacion de una
cantidad constante llamada razon.
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Diversion matematica
Las monedas falsas
iDiviértete descubriendo el saco con monedas falsas!

Se tienen 10 sacos que contienen 10 monedas de plata cada uno, pero uno de los sacos
tiene exclusivamente monedas falsas.

Las monedas falsas lucen igual que las genuinas, pero pesan o bien 1 gramo mas o bien
1 gramo menos que las monedas genuinas. Se cuenta con una balanza de un platillo, que
permite leer el peso en gramos y conocer el peso de las monedas genuinas.

¢Cual es el minimo ndmero de monedas pesadas necesarias para determinar el saco que
contiene las monedas falsas?

Tomado de http://www.mlevitus.com/

Busca posibles soluciones y coméntalas con tus amigos

Dia a dia
Cortando el pastel
Con un solo corte recto puedes dividir un pastel en dos partes.
Un segundo corte que atraviese el primero producira
probablemente cuatro partes y un tercer corte puede llegar a
producir siete partes (ver la ilustracion).

¢Cual es el mayor nimero de partes que puedes lograr con
seis cortes rectos?

Tomado de www.libros maravillosos./matematicaparadivertirse/
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Tema 2. Probabilidad

Algunos de los juegos, en los que seguramente has participado, reciben el
nombre de “azarosos”, ya que tienen un resultado impredecible. Pero enton-
ces, ;qué probabilidades tienes de ganar?

Existen unas herramientas denominadas modelacién de situaciones, en las
cuales intervienen la probabilidad nula, la probabilidad de la interseccién de
eventos independientes y la probabilidad de eventos simples.

Indagacion
Juega al “carisellazo”

En grupos de 3 estudiantes y cada uno con una
moneda de cualquier denominacién, previamente
deciden cual lado de la moneda se denomina cara
y cual se denomina sello. Cada uno hace 10 lanza-
mientos y anota en su cuaderno el resultado.

Al terminar, entre los tres, comparan los resul-
tados y determinan quién obtuvo mas veces cara y
quién obtuvo mas veces sello.

;Quién o quienes ganaron?
sQuién o quiénes sacaran los puntajes mas bajos?

Conceptualizacién

Existen situaciones cuyos resultados son impredecibles. Si, por ejemplo, se
lanza al aire un dado, existen varios resultados posibles; sin embargo, ningu-
no de ellos es seguro.

Al realizar varias veces el experimento, es decir, lanzar varias veces el
dado, se puede llevar el registro de los resultados obtenidos y establecer asi la
probabilidad de que ocurra cada suceso.

Pero esa probabilidad se puede sefialar observando los diferentes resulta-
dos que se pueden obtener; estoes, 1,2, 3, 4,5 0 6.

Al conjunto de todos los resultados posibles al lanzar un dado se le deno-
mina espacio muestral (S o EM). En este caso, EM = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Unidad 4. Estadistica y probabilidad



Si el dado que se lanza es un dado normal, es decir, si el dado no esta
“cargado”, la probabilidad de que salga cada una de las caras serd de una
entre seis, esto es,

ndmero de resultados favorables

probabilidad del evento:P(A) = - .
ndmero de resultados posibles

pa) = MA)
n(s)

Esta férmula se conoce como la regla de Laplace.
Un evento puede ser simple o compuesto.

Si el experimento consiste en lanzar un dado, se espera que ocurra el even-
to “obtener 5”; es decir, existe solo un resultado que satisface el experimento,
por lo tanto es un evento simple.

Un evento simple o elemental consta de un resultado tnico.

Si en el experimento se espera el evento “obtener el nimero menor que
4”, los resultados 1, 2 y 3 satisfardn el experimento. A esto se le conoce como
evento compuesto.

Un evento compuesto consta de dos o mas eventos simples.

Ahora bien, “obtener 1”, al lanzar el dado, excluye la posibilidad de “ob-
tener 2”; entonces ;cudl es la posibilidad de que ocurra el evento compuesto
“obtener 1 0 2” al alcanzar el dado? Si cada uno de los primeros eventos tiene
1/6 de probabilidad de salir, entonces:

El evento “obtener un nimero diferente de 1 o 2” serd 4/6, pues las pro-
babilidades restantes suman el total de probabilidades: si se tiene el suceso
“obtener un nimero par” al lanzar el dado, este se define, en probabilidad,
como un evento compuesto, y su probabilidad serfa:

La probabilidad de que un evento ocurra o no se determina con el cociente
del niimero de resultados favorables, entre el nimero total de resultados
posibles del experimento.

Al sumar la probabilidad de todos los eventos posibles, el resultado sera 1.
En el experimento “lanzar un dado”, el total de resultados determina todo el

espacio muestral de eventos considerados.

El espacio muestral es el total de los resultados posibles de un experimento.

Capitulo 2.Combinatoria y probabilidad
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El espacio muestral se denota con EM; de acuer-
do con en el ejemplo anterior, seria EM = {1, 2, 3,
4, 5, 6}.

Frecuencia absoluta y frecuencia relativa
Sea CARA (C) y SELLO (S).

En el experimento se realizan diez lanzamien-
tos y se registran los resultados siguientes:
C S CCCGCS,S CCyC.

Se puede observar que se obtuvo siete veces
cara y tres veces sello, por tanto la frecuencia de
cada evento es sello=3; cara=7.

Si se dice que en una serie de lanzamientos se
obtuvieron 3 sellos, este informe es vago y no ofre-
ce ningln dato utilizable en la solucién de futuros
problemas. Este informe recibe el nombre de fre-
cuencia absoluta.

Asi, la frecuencia absoluta hace referencia al
nimero de veces que se ha obtenido un determi-
nado evento.

Aunque también existe otra forma de sefalar la
frecuencia de un evento:

Indicar el nimero de veces que se ha obtenido
determinado evento en relacion con el nimero de
veces que se ha realizado el experimento.

En el ejercicio anterior se observa que tres sellos
se obtuvieron en diez lanzamientos, esto es, 3/10
que representa el 30 % del total.

A esto se le llama frecuencia relativa.

Entonces, la frecuencia relativa es el porcentaje
que representa el nimero de veces en que se pro-
duce determinado evento, en relacion con el total
de veces en que se realiza el experimento.

La frecuencia absoluta se denota con fi y la fre-
cuencia relativa con (fi/N) 100 %.

Retomando los datos anteriores respecto a los
lanzamientos, se pueden concentrar en una tabla
de frecuencias.

En ella se sefala la clase en la cual pueden
anotarse los datos cualitativos o intervalos de da-

tos cuantitativos (i), la frecuencia absoluta (fi) y la
frecuencia relativa (fi/N) 100 %:

Intervalos de Frecuencia Frecuencia relati-
clase absoluta f; va (f/N) 100%
Sello 3 30
Cara 7 70
Total 10 100

Probabilidad clasica

No siempre es posible realizar repetidamente un
experimento para determinar sus frecuencias rela-
tivas y asi sefialar la probabilidad de que se obten-
ga determinado evento.

Si, por ejemplo, se desea conocer la probabilidad
de que al lanzar un dado al aire, se obtenga el nu-
mero 6, esta se podria calcular lanzédndolo un cierto
nimero de veces y registrando tales resultados.

Sin embargo, existe una forma de establecer la
probabilidad de dicho evento antes de iniciar cual-
quier experimento. En efecto, si se sabe que cada
cara del dado tiene la misma probabilidad de salir
y existen seis diferentes resultados posibles, cada
una de ellas tendra una posibilidad entre seis op-
ciones equiprobables, esto es, 1/6.

Con lo anterior se puede afirmar que la proba-
bilidad de obtener una opcién cualquiera de sus
caras es 1/6.

Si el evento es obtener un nimero mayor que 4,
los dos resultados que satisfacen esa condicion son
el 5y el 6. Si se suman ambos, puesto que “sacar
5” excluye “sacar 6”, la probabilidad del evento
sera de 2/6.

Estos ejemplos nos ayudaran a construir una ex-
presién para encontrar la probabilidad de un even-
to determinado:

Unidad 4. Estadistica y probabilidad
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1. ;Qué expresa 1/6? o ;qué expresa 2/6¢

Estas razones se construyen entre “el nimero de resultados favorables”: 1
y 2, en nuestros ejemplos, y “el nimero de resultados posibles del evento; en
este caso 6, en ambos ejemplos.

Recordemos:
En general se tiene: probabilidad del evento:P(A) = nur,nero de resultados favorables
ndmero de resultados posibles
Simbolicamente: (A) = n(A)
n(S)

2. Ahora deseamos conocer la probabilidad de sacar una ficha de un color
determinado, de una caja en la que hay 10 azules, 5 rojas y 3 verdes. La
probabilidad esperada de sacar una ficha azul sera:

nimero de resultados favorables 10

P(A = 5
A ndmero de resultados posibles 18

’

>
9

ya que en la caja hay 10 fichas azules y la obtencion de cada una de ellas
daria la oportunidad de acertar. El nimero de resultados posibles es 18, por-
que en la caja hay 10 + 5 + 3 = 18 fichas en total.

De manera andloga, la probabilidad de sacar una ficha roja sera:

PR

n(S) 18

y la probabilidad de sacar una ficha verde sera:

w3 YU
- 18 6

n(S)

Recuerda:
La probabilidad esperada o tedrica de que suceda un evento cuando los suce-

sos elementales son equiprobables se puede calcular mediante la expresion o
formula clasica, llamada también ley de Laplace. Asi:
n(A) ndmero de resultados favorables

PA) = 22

n(S) ndmero de resultados posibles
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La probabilidad clasica y la frecuencia estan estrechamente relacionadas,
pues mientras sea mayor el nimero de veces que se realiza el experimento, la
frecuencia relativa se acercara cada vez mas a la probabilidad clasica. A esto
se le conoce como ley de los grandes ntimeros.

Si se sefiala el evento “obtener 3 0 2” al lanzar un dado al aire, la probabi-
lidad favorable de ese evento es 2/6, en tanto que la desfavorable es 4/6. Si se
suman ambas probabilidades, se tiene:

Probabilidad favorable + probabilidad desfavorable = % + % =1

La suma de la probabilidad favorable mas la desfavorable en un evento de-
terminado es siempre 1.

Probabilidad nula
Existen problemas que aparentemente son dificiles de solucionar, sobre
todo cuando tienen que ver con la probabilidad. Pero en si su resolucién
es muy sencilla.

Analicemos los ejemplos siguientes:

1. En un equipo de baloncesto hay 20 estudiantes: 7 son mujeres que tie-
nen ojos cafés, otras 4 tienen cabello castafio y ojos cafés, 5 son hom-
bres de ojos cafés y los 4 restantes son hombres de cabellos castafios y
0jOs negros.

Si se selecciona un estudiante al azar, qué probabilidad habria de que sea:

a. Una mujer
b. Un hombre

c. Una mujer con ojos negros

Unidad 4. Estadistica y probabilidad
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Solucion:
a. Para obtener la probabilidad de que sea una
mujer, se tienen los siguientes datos:

n(A) = resultados del evento. En este caso 11, ya
que son en total 11 mujeres.

n(S) = nimero total de resultados posibles, en
este caso 20.

P(A) = probabilidad del evento.

La probabilidad de que al seleccionar un estu-
diante, este sea mujer es

bay - TA 11
n(S) 20

b. Para obtener la probabilidad de que sea un
hombre, se tiene que:

n(A) =9, ya que aqui se consideran los 9 hombres.

n(S) = 20, porque es el total de estudiantes.

Entonces,

pa) = MA) 9
S) 20

n(

Entonces, la probabilidad de que al seleccionar
un estudiante este sea hombre es de: 9
20

c. Para obtener la probabilidad de que sea una
mujer con 0jos negros, se tiene:

De acuerdo con los datos del problema, tnica-
mente se hace referencia a ojos cafés y a mujeres
con cabello castano y ojos cafés.

Como no existe informacion de mujeres con
ojos negros, el resultado favorable de que este
evento ocurra es cero, por consiguiente:

n(A) = 0

nS) = 20

P(A) = n(A) = 0 =0
n(S) 20

Esto indica que la probabilidad de seleccionar
una estudiante que sea mujer con 0jos negros es
cero, ya que dicho elemento no existe en el espa-
cio muestral. De igual forma, hubiera sucedido si se
buscara la probabilidad de que haya sido una mujer
con ojos verdes y azules, pues no hay ninguna mu-
jer del equipo que tenga esos colores de 0jos.

Cuando esto ocurre, el evento que no forma
parte del evento muestral se llama evento impo-
sible, debido a que nunca va a ocurrir. Si dicho
evento no va a ocurrir, esto trae como consecuen-
cia que su probabilidad sea cero.

Cuando esto sucede, a dicha posibilidad se le
conoce como probabilidad nula.

2. En una caja hay cinco tarjetas y en cada una
estd escrita una vocal diferente.
;Cudl es la probabilidad de sacar una tarjeta
que tenga la letra e y cudl la de sacar una tar-
jeta que tenga una consonante?

n(A) = 1, ya que se trata de una sola letra.
n(S) = 5, debido a que son las cinco vocales.
Entonces, P(A) = ¢

P(A) = n(A) - 1
n(S) 5

La probabilidad de sacar una tarjeta que tenga
la letra e es de 1/5.

La probabilidad de que la tarjeta que se saque
tenga una consonante es n(A) = 0, ya que en las
tarjetas Gnicamente hay vocales.

n(S) = 5.

pa) = A _ 0
n(S) 5

La probabilidad de que al sacar una tarjeta esta
tenga una consonante es cero, ya que no hay con-
sonantes en las tarjetas y nuevamente se considera
que es un evento imposible de que suceda.

Capitulo 2.Combinatoria y probabilidad
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Aplicacién

Copia los ejercicios en tu cuaderno y compara las soluciones con algunos de
tus companeros:

. Al lanzar un dado:

a. ;Cudl es el espacio muestral (EM) de este evento?

b. ;Cual es la probabilidad esperada de obtener cada uno de los sucesos
del espacio muestral si el dado es correcto, es decir que no esta cargado
en alguna cara?

c. Encuentra las siguientes probabilidades:

PG)=__;P6)=__ ;PO)=___

P(obtener un ndmero par) = ; (obtener un nimero menor que 4) =

P(obtener un ndmero diferente de 2) =

(
(

P(obtener un ndmero menor que 1) =
P(obtener un ndimero mdltiplo de 3) =

. Una baraja francesa tiene 52 cartas. Hay cuatro pintas: corazones, trébo-

les, diamantes y picas. De cada pinta hay 13 cartas: tres figuras, K, Q vy J,
y diez ndmeros as (1), 2,3, 4,5,6,7,8,9y 10.

a. ;Cudl es el espacio muestral?

b. ;Cual es la probabilidad de obtener cada uno de los sucesos del espacio
muestral?

c. Calcula las probabilidades.

P(corazén) = s P(K) = ; P(carta roja) =
P(un ndmero) = ; P(una figura) =
P(un ndmero mayor que 10) = ; P(no sacar figura) =

. De cierta progresion geométrica se conoce que el primer término es 2 y

la razon es 3 (R = 3). Escribe sus cinco primeros términos.

. Observa la perinola y responde:

TODOS
- __TOMA 1 ) .
PONEN a. ;Cual es su espacio muestral?

b. Sefala un evento simple.
Torl c. ;Cudl serd su probabilidad?
PON2 — | | 15po T TOMA2 d. Senala un evento compuesto.
e. ;Cual serd su probabilidad?

PON 1

Unidad 4. Estadistica y probabilidad



Tema 2 // Probabilidad

5. Tienes en una bolsa cintas de colores: 15 cintas

negras, 8 cintas rojas y 7 cintas amarillas. De
ella se va a sacar una, sin que se pueda ver de
antemano su color.

sQué color de cinta crees que sea mds probable
extraer? ;Por qué? ;Cual seria el color menos
probable de sacar? ;Por qué?

Si apuestas a sacar una cinta roja, jcuantas cin-
tas hay en la caja que favoreceria tu apuesta?

Si uno de tus compafieros apuesta a sacar una
canica negra y otro a sacar una amarilla, ;quién
de ellos tendra mds opcién de ganar? ;Por qué?
Escribe el espacio muestral en el caso del
lanzamiento de dos dados simultdneamente (al
mismo tiempo).

En una baraja espanola hay 4 grupos de 19 car-

tas cada una con las denominaciones de 1 (as), 2,

3,

4,5,6, 7,10 (sota), 11(caballo) y 12 (rey); los

grupos son oro, copa, espadas y bastos.

7.
8.

9.

Encuentra la probabilidad de sacar al azar:

El as de oros.

Un ndmero impar de cualquier pinta (oro,
copa, espada o basto).

Un caballo cualquiera.

10. Una carta de copas cualquiera.

r

Entendemos por...
Evento a la ocurrencia de un fendmeno determinado en
un experimento dado.

Diversion matematica

Las tres corbatas

El sefior Pardo, el sefior Verde y el sefior Negro estaban

almorzando juntos. Uno de ellos llevaba una corbata

parda, otro una corbata verde y otro una corbata negra.

¢ ;Se han dado cuenta, dijo el hombre de la corbata
verde, de que aunque nuestras corbatas son de colores
iguales a nuestros nombres, ninguno de nosotros lleva
la corbata que le corresponderia a su nombre?

¢ iPor Dios que tienes razon! Exclamo el sefior Pardo.

¢De qué color era la corbata de cada uno?

Solucién

El sefior Pardo tenia la corbata negra. El sefior Negro tenia
la corbata verde. El sefior Verde tenia la corbata parda.
Pardo no podia tener una corbata parda, pues entonces
le corresponderia a su nombre. No podia tener corbata
verde, pues ese era el color de la corbata del hombre
que les hizo la pregunta. Por tanto, la corbata de Pardo
debia ser negra. Esto deja las corbatas verde y parda
para el sefor Negro y el sefior Verde, respectivamente.

Tomado de http://www.librosmaravillosos.com/mate-
maticaparadivertirse/seccion09.html

Dia a dia

Juegos de azar

De ilusion también se vive.

Cuando se juega a la loteria 0 a cualquier otro juego de
azar, pensamos que es posible y hasta probable que nos
ganemos el premio.

En realidad es posible, pero muy poco probable.

Por ejemplo, jugando una apuesta a la loteria con 4
cifras y 2 series, tenemos 1 posibilidad entre casi 1
millén de que nos “toque la suerte”.

Jugando una columna en la quiniela, tenemos una
posibilidad entre mas de catorce millones de obtener el
pleno al 15, o sea, casi ninguna.

Proimnio Mayar

4 ; @1 !
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e Aprendi a interpretar gréficas estadisticas
que cominmente salen en los periédicos
y las revistas.

e Sé calcular la probabilidad de eventos
simples y aplico la regla de Laplace.

e Dada una distribucién de datos, puedo
calcular las medidas estadisticas: centra-
lizacién, posicion, dispersion y de forma.

Conectémonos con
El Entretenimiento

Casino de juego

Casino viene del italiano casino, “casa en el
campo”. Parece que originariamente existian
ciertas villas en el campo que se utilizaban
como lugar de esparcimiento para la nobleza y
la clase media alta. Uno de estos divertimentos
eran los juegos de azar.

En la actualidad, los casinos son cominmen-
te construidos cerca de hoteles, restaurantes,
tiendas comerciales, cruceros turisticos y otras
atracciones, o dentro de ellos.

Un casino de juego es un lugar en el cual
la atraccion principal son los juegos de azar.
Los juegos mas populares son la ruleta, el
black jack, el punto y banca, el poquer y las
maquinas tragamonedas.

La légica de todos estos juegos consiste, en
su nivel mds basico, en el siguiente mecanismo:

1. El jugador apuesta una suma de dinero A a
un juego de azar determinado, en el cual se
tiene que cumplir la condicién C para que
el apostador gane una suma de dinero de
ganancia (G), siendo G mayor que A.

2. Si se cumple la condicién C, entonces el
jugador recibe G.

3. Si no se cumple la condicién C, entonces el
jugador no recibe nada.

e Tengo claro el concepto de factorial y puedo
simplificar expresiones que tengan factoriales.

Adicionalmente, las cantidades de ganan-
cia (G) estan estipuladas de antemano. Para
determinarlas, se utilizan complejos meca-
nismos estadisticos, de modo tal de dar cierta
ventaja al casino.

Dicho de otra manera es un negocio, en el
cual la principal finalidad es quitarle el dinero
al apostador y, en muchos casos, dejarlo en la
ruina, causandole el trastorno llamado ludo-
patia (adiccion al juego).

No obstante, esta practica es legal, debido
al alto porcentaje de impuestos que pagan las
empresas concesionarias, de forma que los
jugadores habituales colaboran con las arcas
publicas. Ademas, los casinos fortalecen la
actividad turistica de una localidad, puesto
que los jugadores también utilizan servicios
de hoteleria, gastronomia, entre otros.

Se debe tener en cuenta también que la
mayoria de juegos de los casinos son de “re-
compensa inmediata”, lo cual puede influir
en personas propensas psicolégicamente a
caer en la ludopatia, al igual que ocurre con
todos los juegos que tiene el mismo tipo de
recompensa (mdquinas tragaperras, bingos...).

Los principales paises que se consideran
que poseen un entramado de ocio alrededor
del juego son Las Vegas y Mdnaco. Aunque
en Gran Scala (Espana) se espera que suceda
lo mismo.

Tomado de http://es.wikipedia.org/wiki/Casino_de_juego
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Repasemos lo visto

Al comienzo de la unidad nos interesdbamos por la informacién, por eso ini-
cidbamos preguntandote jpara qué sirve la informacion?

Una buena respuesta es conocer que en Colombia se centralizan todas las
informaciones oficiales por medio del Departamento Administrativo Nacional de
Estadistica (DANE).

Esta entidad estatal genera todas las estadisticas oficiales sobre temas eco-
némicos y sociales y garantiza la disponibilidad, calidad e imparcialidad de
la informacion.

También estudiamos las combinaciones, las progresiones y el calculo de la
probabilidad de la ocurrencia de un evento, aplicando la regla de Laplace.

Unidad 4. Estadistica y probabilidad
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Corporaciones auténomas regionales
de Colombia

Colombia es un pais conformado po-

litica y administrativamente por de-

partamentos, distritos y municipios,
sin embargo, las condiciones fisicas, de
clima, vegetacién, recursos naturales,
problemdticas ambientales, e incluso la
idiosincrasia de sus habitantes, lo con-
vierten en un pais de regiones. Por tal
motivo, la administracion de los recur-
sos naturales renovables, la planificacién
del crecimiento poblacional, problemas
como la diversificacién y aumento de
los residuos generados, y el manejo, uso
y aprovechamiento de los recursos natu-
rales, son fendmenos que exigen autori-
dades ambientales regionalizadas con
autonomia politica y administrativa, per-
soneria juridica propia, poderes coerciti-
vos y sancionadores, capacidad de inver-
sién, entre otras caracteristicas”.

Tomado de http://rcientificas.uninorte.edu.co/
index.php/derechof/article/view/2570/1688

Las corporaciones auténomas regio-
nales de Colombia son la primera auto-
ridad ambiental regionalmente. Son entes
corporativos de caracter publico que se
crearon por ley, integrados por las entida-
des territoriales que por sus caracteristicas
constituyen geograficamente un mismo
ecosistema o forman una unidad geopo-
litica, biogeografica o hidrogeografica.
Ademds, estin dotados de autonomia
administrativa y financiera, patrimonio
propio y personeria juridica, aunque es-
tan en la obligacién de administrar en el
area de jurisdiccién, el medio ambiente
y los recursos naturales renovables y de
propender por su desarrollo sostenible, de
conformidad con las disposiciones lega-
les y las politicas del Ministerio del Medio
Ambiente, a saber, la ley 99 de 1993 (22
de diciembre), “por la cual se crea el Mi-
nisterio del Medio Ambiente, se reordena
el Sector Publico encargado de la gestion
y conservacion del medio ambiente y los
recursos naturales renovables, se organiza
el Sistema Nacional Ambiental, SINA, y
se dictan otras disposiciones”. En la con-
figuracion del SINA, se establece que la
autoridad ambiental, en orden ascenden-
te, corresponde a los municipios o distri-
tos, los departamentos, las corporaciones
auténomas regionales y el Ministerio del
Medio Ambiente.
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Sumando las caras ocultas de los dados

Este es un pequeno juego o truco con el quepuedes demostrar a tus ami-
gos que eres capazde sumar las caras ocultas de una torre detres dados.
Tendras que pedirle a uno de lospresentes que apile los dados sin que tu
veasy que te avise cuando acabe.

Habra que restarle a 21 el nimero que marque el dado de la cima
de la torre y esa serd lasuma de las caras ocultas. Puedes pedir que telo
pongan mas dificil apilando cuatro dados,y esta vez para acertar la suma,
tendras querestarle a 28 el nimero de la cima.

Este truco se funda en que las caras opuestas deun dado de seis caras
suman 7.
Experimenta, anota y compara con algunos de tus compaferos.

\_ J s
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¢En qué vamos?

Coevaluacion “Reflexiono y trabajo

con mis companeros”:

1. Se investigaron los precios de un televisor de
cierta marca en cinco almacenes.

a. Calcula la desviacion media de los datos de
la tabla:

Precio ($) Media Variacion
1,050.00

1,150.00
1.200.00

b. Calcula la desviacion media total.

2. En una empresa se hace una encuesta a 100
trabajadores, resultando que 6 de ellos ganan el
salario minimo. Si la empresa tiene 2,000 traba-
jadores, ;cudntos ganan el sueldo minimo?

3. Un obrero recibe $500,000 como gratifica-
cién de fin de afio, los cuales decide guardar.
Ademas ahorrara $86,000 bimestrales a partir
de enero. ;Cuanto tendra al término de un ano
si cumple con su promesa?

Completa la siguiente tabla en tu cuaderno:

Crecimiento Capital al

Mes Capital término de
en$ .
bimestre

Ene.-feb. 500,000 86,000 586,000
Mar.-abr. {586,000
May.-jun.
Jul.-ago.
Sep.-oct.
Nov.-dic

4. Si doblas por mitades una hoja de tu cuaderno,
;en cuantas partes se dividira la hoja, después
de 1, 2, 3 y 4 dobleces? Coloca los datos en
236 una tabla como la siguiente:

Dobleces Nimero de partes de la hoja

1

2

3

4

5. Realiza la gréfica correspondiente a los doble-

ces de la hoja del problema anterior.

Los ejercicios 6 a 10, se responden con la infor-

macion siguiente:

Se toma una baraja espafola cuyas cartas son:

10 oros, 10 espadas, 10 copas, 10 bastos y en cada
grupo hay: Aso 1, 2,3,4,5,6,7,s0ta 0 10, caballo u
11Tyreyo12.

6.

Describe el espacio muestral.
Probabilidad de:

a. Obtener as
b. Obtener oros (cualquier oro)

Probabilidad de:

a. Sacar el 8 de espadas
b. Sacar el rey de espadas

Probabilidad de:

a. Sacar una carta cualquiera de copa
b. Sacar el caballo de copa

10. Probabilidad de:

a. Sacar el 5 de bastos
b. Sacar el sota de bastos
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Le cuento a mi profesor
Con tu profesor, resuelve la siguiente rejilla.

Lee el enunciado y sefiala con una x la categoria correspondiente, segtin lo que has aprendido.

Qué sé hacer | Superior | Alto | Basico | Bajo
Identifico los términos bdsicos de la estadistica y de la probabilidad

Resumo informacién en tablas de frecuencias

Represento informacién en diagramas de barras

Represento informacién en histogramas

Represento informacién en poligonos de frecuencias

Represento informacion en diagramas circulares

Identifico la moda (Mo) en un conjunto de datos

Identifico la mediana (Me) en un conjunto de datos

Calculo la media aritmética o promedio de un conjunto de datos
Calculo la varianza de un conjunto de datos dado

Calculo la desviacion tipica o estandar de un conjunto de datos dado
Encuentro los cuartiles de una distribucién

Calculo el factorial de un ndmero

Simplifico expresiones que contienen factoriales

Describo el espacio muestral de experimentos aleatorios
Reconozco y aplico la regla de Laplace

Autoevaluacion

Participo y aprendo | Superior | Alto | Bésico | Bajo
Comparto aclaraciones con mis compafieros
Me preocupo por aprender mas cada dia
Observo detenidamente las situaciones matematicas que se me presentan
antes de proponer una solucién
Contribuyo con la disciplina del grupo
Permito la participacién de mis compafieros en las discusiones sobre la
solucion de ejercicios
Valoro la asesoria de mi profesor
Solicito aclaraciones de mis dudas a mis companeros
Colaboro con la disciplina del grupo
Respeto la opinién de los demas
Repaso lo estudiado en el colegio
Propongo problemas o actividades para resolver en clase
Participo en las actividades programadas

237
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Unidad 2

1.

a. P=4\/5u

A

b . cuadrado - 4

triangulo

2.6cm

3. Quiere decir que el drea de A1, en comparacion con el de A2, es su cuar-
ta parte.

4. Son semejantes, puesto que dos tridngulos son semejantes si tienen, res-
pectivamente, sus angulos congruentes y sus lados proporcionales

> a_c .23
b x T4 x
34
Y=
=06

P=26dm; h=5dm; A =130dm?
P=16cm;h=4cm; A =64cm2 ;V=64cm’
P=24m,'h:10m;AL=240m2;V:120m3

O XN

a. Un cono

b. 12n cm?

10.
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1. a'"’+14a’b*+49p°

2. 9% - 30x°y*+25x%)°
3.
Diferencia de Raiz cuadrada Raiz cuadrada Factorizacion
cuadrados del minuendo del sustraendo
X - 81 X 9 (X+9)(x-9)
2 1 1 1 1
- — + —_ - —
Y 4 Y 2 ly 2 My 2)
9x’ - 1 3y 1 (3y+1)(3y-1)
64 a’- L 8a 1 (8a+l)(ga_l)
9 3 3 3
100x2- 100 10x 10 (10x +10) (10x -10)
4. ) 1 2
a.(_a+_b) b. (9m> 3n%)
3 4
2 1 2 5\
c. (6ab- 2¢) c (_x3_ _yz)
2 5
5.
a. 9a’b’ - 6ab + 1 b. 25X - 30x’y>+ 9x%y ©
e 1o gy ay? d. 81- 35ab + 4a’b’
4
6.
a. # ,porque (7abc) (9mn) # 9mn (4abc)
b. # porque (6zw) (8xy) # (8xy) 3xw)

c. =,porque (5a’b) (24w
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WX

(2 0a’b) (bwx)




a. 9mn_ b. _5ab_
20xyz 7
C. M c. O
5 X-2
8.
a. 8x" y w . 40
15 21
c 9a d. 2x-3)(x+2)
4mx X-3
9.a.2 b. 4
c.6 d. 8
e.(1,2),(2,4),(3,6)y 4, 8)
f.1,2,3y4
g.2,4,6y38
h. f(x) =2x oy = 2x
10.
Kilos de
concentrado
y
180 T
160 T+
140 +
120 1~
100 + X y
s0 4 Numero de vacas Kilos consumidos de
concentrados
60 T+
1 23
T 2 46
20 + 4 92
1 ! ! ! ! | No. 5 115
T2 a3 o4 s s 1 ' de vacas 7 161
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1.
a.
Precio$ | Media | Variacion
1,050 1,140 -90
1,200 1,140 60
1,150 1,140 10
1,200 1,140 60
1,100 1,140 -40
L. . 260
b. Desviacion media = =— = 52

2. 120 obreros, aproximadamente, ganan el suel-
do minimo.
3.
a. 500,000; 586,000; 672,000;
844,000; 930,000; 1,016,000.
b. Si, porque aumenta por adicién de una can-
tidad constante (86,000).
c. 1,016,000.

758,000;

Dinero
guardado

A

1,016,000

930,000

844,000

758,000

672,000

586,000

500,000

>» Tiempo
Dic E-F M-A M-J J-A S-O N-D

a.2,4,8y16.

b. Si, porque aumentan por multiplicacién de
una cantidad constante.

c. 2.

Divisiones

3

16

14 4

> Dobleces

a. Compuesto
b. Compuesto
c. Simple
d. Simple

7. Deoros: As, 2,3,4,5,6, 7, sota (10), caballo

(11), rey (12).

De copas:As, 2, 3, 4, 5, 6, 7, sota (10), caballo
(11), rey (12).

De espadas:As, 2, 3, 4, 5, 6, 7, sota (10), caba-
llo (11), rey (12).

De bastos: As, 2, 3,4, 5, 6, 7, sota (10), caba-
llo (11), rey (12).

8,
aiol
40 10
b. 10 1
40 4
o 1
40
d 1
40



9. S0 EM = {As de corazones, 5 de diamantes, as
de picas, 3 de tréboles, 8 de diamantes}.
10.

a. 2
5

Ul =

f. 1
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